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ΠΡΟΛΟΓΗΣ 


µε το βιβλίο αυτό "Άλγεβρα 6, Τεύχος Γ’" ολοκληρώνεται το 
κεφάλαιο της ανάλυσης και αυμπληρώνεται µε θεωρία και ασκή- 
σεις που καλύπτουν τα απαραίτητα στοιχεία γγώσεως πάνω στα 
κεφάλαια της Παραγώγου και του Ολοκληρώματος, 

Ἡ θεωρία αναπτύσσεται µε απλὀ τρόπο, γίνεται απόδειξη όλων 
τυν βασικών προτάσεων και θεωρηµάτων και ακολουθούν απλά πα- 
ραδείγµατα. 

Μετά απὀ κάθε παράγραφο ακολουθεί μεθοδολογία που συγοδεύ- 
εται µεθυδικἀ από λυµένα θέµατα παρμένα απὀ την Ελληνική καν 
ξένη βιβλιογραφία, ακολουθούν πολλά άλυτα θέµατα για εζάσκη- 
ση, 

Το βιβλίο αυτό συμπλήρωμα των δύο άλλων που προηγούνται α- 
ποτελεἰ σηµαντικὀ βοήθημα τόσο των μαθητών - υποφήφιων ανω- 
τάτων σχολών όσα και των καθηγητών. 

Σκοπὸς µας εἶναι να εφοδιάσουµε µε τα απαραίτητα στοιχεία 
πάνω στη συγκεκριμένη ύλη διδασκόµενους και διδάσκοντες και 
η επιτυχία αυτού µας του σκοπού, θα αποτελέσει µεγάλη ικανο- 
ποίηση και αμοιβή των κόπων και των θυσιών µας. 


Όι συγγραφείς 
Ἀν Γεωργιακάκης 


Σεπτέμβριος 1985 Π, Γευργιακάκης 





-Ἔὐ-ξΞεραλαιο 5 


παραγῶγοι 


δ.Ί. Λόγος μεταβολής µιας συνάρτησης ΡΕ. 


Η θέση ενός κινητού Α πάνω οτον άξονα Χ’Χ αρχής 0 καθο- 
ρίζεται συνήθως απὀ µια συνάρτηση 5 η οποία σε Κάθε χρονι- 
κἡ στιγµή ἓ αντιστοιχίζει 
την τετµηµένη του Ακ - 58). τση 

Το διάστηµα που διανύει το Κινητό μεταξύ των Χ ώς 
στιγμών το και τ εἶναι δ(τ)-δ(το). 


Το πηλίκο των διαφορών κατά την Χρονική στιγµή ἔν είναι 


ΣΕ) Ξ 51ο) πο κατἀ τα γνωστά απὀ την Φυσική είναι η µέση 


ταχύτητα ὑμ του κινητού κατά τον χρόνο ἔ-ίο, 


Δηλ.: Μέση ταχύτητα ὑμ(ε) «ΣΕ Μα). και ονομάζεται λό- 
ες 


γος μεταβολής της συνάρτησης 5 μεταξύ των χρονικών στιγμών 
ἔο και ἵ. 


: ον Δέδες 
Αν υπάρχει το 1 ἠπύν(ϱ) ς ῃὴῃ ΣΑ). και είναι. ένας 


πραγματικός αριθµός τότε το όριο αυτό λέγεται στιγμιαία τα- 
χύτητα του κινητού Α κατά την Χρονική στιγµή ἴο. 


ὅ ας τή ολ σσ (το) 
Ἀηλετ ὕ τ Ἠπυμο τν ωτδο Ἡ 


΄Ἔστω ακόµη µια συνεχής [ 
συνάρτηση { σ᾿ὲνα σηµείο ξ / 
του πεδίου ορισμού της 25), 
και Α το σηµείο του διαγράµ- 
µατος 6 µε τετµηµένη ξ και 8 ] 
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ἑνα ἄλλο σηµείο της ϐ µε τετµηµένη χ. Τότε η ευθεία ΑΒ έχει 


ουντελεστή διευθύνσεως λίκ) «ΕὺΣΕί)., 





Δηλιτ το λόγο μεταβολής της { μεταξύ του κ και ξ. 
: ο πα τοῦ -ε 
Αν υπάρχει το ήηλίκ) -Ίῃ λΕξς και είναι πεπερασμένος 


πραγματικός αριθµός δηλ. Ἰλπλ(κ)  ΙΕΕ 2 ΝΕΣ01520: 
α-ξ] ὁδ 5 ΙλίΧ)-Τ] «επου σηµαίνει ότι οι τιµές του λίΧ) 
συσσωρεύονται στη περιοχή (1-ε, Ί1ε) και μάλιστα πολὺ κοντά 
στο Ἰ αρκεί να πάρουμε το χΧ πολύ κοντά στο ξ. Επομένως για 
σηµεία Β της ἃ που είναι πολύ κοντά στο Α ο αὐντελεστής διευ- 
θύνσεως της ΑΒ είναι Ἰ, που σηµαίνει ότι τα σηµεία αυτά βρίσ- 
κονται στην ευθεία που διέρχεται απὀ το Α και έχει συντελεστή 
διευθύνοεως 1. 

Ν. εξίσωση της ευθείας αυτής είναι: Υ-Ε(Σ) -Ἱ(κ-Ε) (1) 
και ονομάζεται εφαπτομένη της ἃ στο σηµείο Λ. 
Ἂν ἸΛβλ(Χ) - πο ἡ -ο0 τότε οἱ συντελεστές διευθύνσεως των ευ- 


θειύν ΑΒ για σηµεία Β 
γειτονικά του Α δεν συσ- 
σωρεύσνται γύρω από κά- 
ποιο πραγµατικό αριθµό 

αλλά για κάθε σηµείο Α 

της 8 υπάρχει άλλο Β στο 
οποίο αντιστοιχεί συντε- 
λεστής διευθύνσεως µεγα- 
λύτερος κατ᾽ απόλυτη τιµἠ 
(σχήμα 2). Σχ. 2 

Δηλαδή από την (1) έχουµε χ-ξε-οτ και επειδή 








χ 


ΠΠΛ(Χ) 5 που ἡ -οο -δ Ιήπ Ξ 8 οπότε είναι χκ-ξ- ὓ5 


αξ λ(Χ) 
κ Ξ Ἔπου σηµαΐνει ότι η οριακἠ θέση της τέµνουσας ΑΒ Είναι 
η ευθεία χ Ξ Σ. που είναι εφαπτομένη της ἃ στο σηµείο Α µε τετ- 


μημένη ξ παράλληλη µε τον άξονα Υ΄’Υ. 


5.2. Ἔννοια της παραγώγου- 


Ορισμός. Μια συνάρτηση Ε µε πεδίο ορισμού το ανοιχτό διάστη- 
µε ἃ - (α,β) θα λέμε, ότι είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο ξΕΔ 
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ὅπου ξ εσωτερικό σηµείο του ΛΑ τότε και µόνο τότε όταν ο λό- 





ἀ{ 3) έχει πεπερασμένο όριο στο Ε. 


Το όριο αυτό λέγεται παράγωγος αριθµός της Τ στο Χο ᾖ η πρώ- 
τη παράγωγος της Ἔ στη θέση κ 5 ἕ και συμβολίζεται: 


. Τ(κ) τί) 
απλο τμ ολ ὃ τσ τε. (0) 


γος μεταβολής λΙΧ) 


Αν στον τύπο {1) θέσουμε χ-ξ -Ἡ µεᾖμ»ῦκαι κ - Σξ1Α τότε η 
(1) γίνεται: 


ΠΗΛ(ΕΗΝ) «Ἠα ΟΗΕ ΣΕ), ΕΕ Ρ. (2) 


Αν το Ἠ ελα] υπάρχει για Κάθε ξΕΛτότελέμεότι η { παραγωγί- 
ζεται σε ολόκληρο το ἤ. 

Ὁπότε σε κάθε ΕΕΛ αντιστοιχίζεται δια µέσου της Γ΄ ἑνα μό- 
νο στοιχείο Τ᾽{ξ) του Γ’(Δ) τελείως ορισμένο που εἶναι ο πα- 
ράγωγος αριθµός Γ’(Ε) 
στη θέση ξΕΔ. 

Ορίζεται επομένως µια 
συνάρτηση 
Εὖτ ΔΕ) (Α) µε τύπο 
ΥΕ) (κ) και την ο- 
νοµάζουμε συνάρτηση 
πρώτης παραγώγου της 





/ 


ς / 
ως 


Έ στο Δ ή ποιό απλἁ παράγωγος της ΤΕ στο ἢ 








Παρατηρήσεις. 

1. Ἡ παράγωγος της Γ στη θέση κ - ξΞἡ είναι πάντοτε ἑνας 
πραγματικός αριθµός (εφ όσον υπάρχει το όριο) και ουδέποτε 
µνα συνάρτηση. 

2. "Όταν λέμε ότι η Ἐ εἶναι παραγωγίσιµη στο ΕΕ Δ εννοούμε 
ότι υπάρχει το όριο του λόγου μεταβολής στο Εξ και εἶναι πε- 
περασµένος αριθµός. 


3. ΄πταν λέμε ότι η Ἠ έχει παράγωγο στο ΣΕ4 εγγοούµε πως υ- 
πάρχει το ὁριο του λόγου μεταβολής στο ξ και εἶναι ένας ο- 
ποιοσδήποτε πραγματικός αριθµός ἡ το νο ἡ το -00. 


4. Για να έχει νόημα η ἐκφραση (η παράγωγος της Γ στη θέση 
κ Ξ ἔτ βλ) θα πρέπει το σηµείο ἔ να ανήκει στο ἃ και να είναι 
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σηµείο συσσωρεύσεως του Δ. Επομένως στα µμεμωνοµένα «σημεία 
του πεδίου ορισμού µιας συνάρτησης η παράγωγος δεν ορίζεται, 
αν και η συνάρτηση Είναι συνεχής. 

5. Επειδή ηλ) 5) (Ε) η εξίσωση της εφαπτοµένης στο ση- 
µείο {ξ.Γ(Ξ)) πάνω στην γραφική “παράσταση της { εἶναι: 
γτε(ξ] -ε΄(ε)(κ-ε). 

Ν. στιγμιαία ταχύτητα τη χρονική στιγµή ἔο είναι 


πα με 


6. Ἡ έννοια παράγώγος της ἔ στη θέση κ Ξ ξΕΛ είναι ο αριθ- 


Νός τ΄ (2)ΕΕ και όχι µια συνάρτηση που εἶναι η παράγωγος της 
τ 


7. Μια συνάρτηση { λέγεται παραγωγίσιµη σένα σύνολο,όταν εἰ- 
ναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του συνόλου. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


Ί. Ἀίνεται η συνάρτηση Γ µε Ε(Χ) - ἀχ292. 
Να εξετάσετε αν έχει παράγωγο στη θέση Εξ - 2. 
Λύση: Ὁ λόγος μεταβολής της Ε στη θέση ἔ Ξ 2 είναι 
. 20-3-27.. - 
ο τα. 2-3:21-ὲ.. ἃίκ 2) {κ.2) . θα κ) 
γα 2 και Ἰἡπλ(κ) τε) (2) - Απίκος) - 12. 
"Αρα Ὁ παράγωγος αριθµός της Ε στη θέση ξ - ὃ είναι Ε’(2) - 
51. 
3. Δίνεται η συνάρτηση Γ µε Γ{κ) -χζκχαι. 
Να εξετάσετε αν η Τ είναι παραγωγίσεµη στο Κ. 


Λύση: Εστω ξ Ἔ Ἡ τότε έχουμε: 

1 τ λα ΕΟΞΕ(8)ς τμ αξεκκ)-ξί-ξ-ις 

πο αρ 

επ ὉΕ Εικ Ομέρ ς 2εν!. 

Επειδή δε το Εξ είναι τυχαίο σηµείο του Ἡ η Β έχει παράγωγο 
συνάρτηση Γ) µε Εκ) - 2κν1, 


3 Ἔστω η συνάρτηση { µε Ε(Χ) - ὕπ. 
Να εξετάσετε αν έχει παράγωγο στη θέση χι - 0. 
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Λύση: Ὁ λόγος µεταβολἠς της Ε στη θέση κο - εἶναι 


κατ σὠσί), πα, ᾗας, ᾗῖς αι 


κο) τ είς 


΄Λρα η Τ έχει παράγωγο στο χο 5 0 και είναι «0. Δεν είναι 
όμως παραγωγίσιµη στο κο - ῦ. 








10ο. 


4. Δίνεται η αυγάρτηση { µε Ε(κ) «1. 


Να εξετάσετε αν έχει παράγωγο στη θέση ξ- 1. 














Λύσι Ὦ λόγος μεταβολής της { στη βέση ξ - Ί έιναι 
Ελλ ΕΙ 
ο ΤΕΕ) ΞΤ(Σ) , ΕγῃβιΣ κ. β 5 
λΗΣ ολλ μη Εν τππτάτπ.: 
ῶ 1 1 Ξ νο]. ας ἳ] 
πτενετενΣΥ καὶ μίξη) ο ΤΗ τεππσΕττετΣτ 5 τενε: 
"ρα η Τ εἶναι παραγωγίσιµη στη θέση ξ- 1 και έχει παρόγω- 


γο αριθµό {(1) «3. 

5.3. Πλευρικὲς παράγωγοι της ἔ, 

Όρισμάς. Εάν η συνάρτηση Έ έχει πεδίο ορισμού το Α - (α,ξ] 
και υπάρχει το ΤΠΠΛ(Χ) - ππσΕΣ). Ξ.λΕΕ τότε λέμε ότι 


Π Ε εἶναι παραγωγίσιµη απὀ αριστερά στη θέση κ - ξεΔκαιτον 
παράγωγο αριθµό τον συμβολίζουμε µε Γ΄(Σ} ἡ τά(5). 





Ορισµός. Εάν η συνάρτηση Ε έχει πεδίο ορισμού το ἡ --Ἔ,β 
καὶ υπάρχει το 1ΗΛ(Χ) - πα ΕΕ -ΝΕ Π τότε λέμε ότι 


ΠΕ είναι παραγωγίσιµη απὀ δεξιά στη θέση κ- ξΕΔ και τον 
παράγωγο αριθµό τον συμβολίζουμε µε Ε’(ξ] ἡ εἰς). 
Επομένως µια συνάρτηση Ε είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο ξ 
του πεδίου ορισμού της, τότε και µόνο τότε ὅταν υπάρχουν οι 
αριθμοί Γ΄ (Σ} και ΕΣ} και ισχύει: τ΄ (Ες ΕΕ} 
Οι ημτευθείες (ει) και {ε» 
(σχήμα 3) µε εξισώσεις 
Εξ) - εξ οίκ-ξδ) (ει) 
σεξ) ντ Ες ας) (ε)) 
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ονομά ζοντοι αντἰστοιχαημιεφαπτόµενες απὀ αριστερἀ ἡ απὀ δε- 
Ειά της γπαφικής παράστασης ἄ της Γ στο σηµείο ΑίΞ,Ε(Σ)). 


Παρατηρήσεις 


1. Αν ΕΕ} - κ ἡ -ῶ αντίστοιχα { {Εξ} - «0ο ἡ -0ὐ τό- 
τε η { δεν εἶναι παραγωγἰσιµη δεξιά αντίστοιχα αριστερά στη 
θέση χ - ξΕΔ. 


2. Αν το πεδίο ορισμού της { είναι ὰ - [α,β τότε θα λέμε ὁ- 
τι η Τ είναι παραγωγίαιµη στο [α,β] τότε και µόνο τότε όταν 
1} Ὑπάρχει η παράγωγος της Γ σε κάθε σηµείο του (α,β) 

43} Ὑπάρχει η δεξιά παράγωγος Ε΄(α”) της Ε στη θέση κ - α 
ΤΗ1). Υπάρχει η αριστερή παράγωγος Τ΄ (β΄) της Ε στη θέση κ” β 


3. Εάν το πεδίο ορισμού της { εἶναι (α,ξ] ὐ (Ε,β] και υπάρ- 
χουν οι αριθμοί ΓΕ} και Ε’{ξ) και είναι ΕΣ} Εξ} 
τότε λέµε ότι η Τ δεν είναι παραγωγίσιµη στη θέση κ - ΞΕΛΔ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
Ίς Αίνονται οι συναρτήσεις { και ϱ µε Ε(Χ) -Ἰχιῖ] ώ 
ταν (κ) το 
Κα εξετάσετε αν εἶναι παραγωγίσιµες στις θέσεις χι --ᾱ 


και ΕΞ 0 αντίστοιχα. 


Λόση: Ἡ { γράφεται µε πολλαπλὀ τύπο και είναι 
Χιθ κ. -ᾷ 
ο κια, κς-θ 
µε πεδίο ορισμού 35) - (-οο,-3) 0 [-3,40ο). 
Για να εἶναι παραγωγίσιµη στη Βέση χο Ξ -3 πρέπει οι πλευ- 
ρικές παράγωγοι στο σηµείο -ᾱ να εἶναι ίσες. 
Εικ) -ε(-) ος Ίτῃ χ1δεᾶσς | 


ο εος Ἀλνθκα-α 
Είναι ε΄(-δ) 5 Ίλη, καᾶ ΗΝ ΤΣΙ 
και ϱ)(-4) - ο 





και επειδή Ε)(-3) ὁ ε(-ᾷ} π {δεν εἶναι παραγωγίσιµη στη 


θέση χο --ᾱ- ο-χή1, κεθ 


΄0μοια η 9 γράφεται: θ(χ) - ρε  χ«ο 


και έχει 3294) -{(-οο,θ) ὐ (0,1). 
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Για να εἶναι παραγωγίσιµη στη θέση ξ - 0 πρέπει οι πλευρι- 
Κές παράγωγοι στο σηµείο ξ - ῦ να είναι ίσες. 









ο ο ου 
κ. Ἡ Ἡ 
κ πα τν 


στη θέση ξ-0. 


ΙΙ κο 
3. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε: Ε(κ) - : 


ο,κ-ο 
Κα εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιµη στη θέση Χο - 0. 


λύση: Η Τ γράφεται: 


(να, 
τα) ) ἂν 
ο αμ μα. 


στον ον µε 38) 5 (-α,0) ὐ(0, κα} ὐ {01 





. 
επ τας [ΜΗ } ς π] και Το} ς 1 








: μεσα 


π 
Επειδή δε {’ (03) ὁ {07} Π Γεν εἶναι παραγωγίσιµη στη θέ- 


δη κο 0. 


3. Έστω η συνάρτηση Ἐ µε Εκ) --κεδ. 
Κα εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιµη στη θέση Χο --ὂ. 


Λύση: Η / έχει πεδίο ορισμοή το 25) - [-2.:00) επομένως 
θα βρούμε την παράγὠγο της {δεξιά του -2. 
Π.Ε). ασ - 


Είναι: τ(-2) τς Τη, ο - 





: αρ πο 
ο ας κκ. 


"Άρα π Τ δεν εἶναι παραγωγίσιµπ στη θέση Χο 5 -2. 


ά 


: 


καν κ. 
4. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Γκ) - [νι αν «κε! 
Να βρείτε το ευρύτερο σὔνολο στο οποίο η { παραγωγίζε- 


ται. 


Ἀήση: Η Τ έχει πεδίο ορισμού το 2/5) Ξ (0,11 ὐ (η). 
Στο διάστηµα (0,1) η Ε έχει παράγωγο και είναι αν ΕΕ(0,1Τ) 
Ε.(Θ) - μα ὄξ- - 11μίκνξ) 5 Εξ και επειδή το ἕ εἶναι τυ- 
χαίο σηµείο του (0,1) η παράγωγος συνάρτηση Γ΄ της Τ εἶναι 
δ(κ) - 2κ. 

΄θμοια στο διάστηµα (1,300) η Ε έχει παράγωγο και εἶναι αν 
κὶ-κδ 


κε (1 μεσο) Ε΄ (κο) - αἶ 





. ο] - ἀχκξ 


και επειδή το Χο είναι τυκαίο η παράγωγος συνάρτηση Τ΄ εἰ- 
ναι Ε)(α) 5 12. 
Μένει να δούµε στη θέση ξ - Ί αν η 1 είναι παραγυγίσιµη. 


Είναι 1 





ΤΠ(κ οκ) 5 


κα ᾿ 
καὶ 1} τς 1 ΑΕ ς Ἠίκε τε 
δρ κιτ αρ 


Επειδή δε Ε’(1 3} Ε)(1Τ] η {δεν εἶναι παραγωγίσιµη στη θέ- 
ση ξ- Ἱ. ρα το ευρύτερο σύνολο στο οποίο η Ε είναι παρα- 
γωγίσιµη εἶναι το (0,1) (1,10) -Α. 

Ισχύει δε Ας 9Φ(8). 


8.4. Διαδοχικές παράγωγοι. 


Γνωρίζουμε ότι η παράγωγος Τ᾽ µιας συνάρτησης Γ είναι µια 
ἑα συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το 241Γ/). 

Ἀν και της συνάρτησης Γ΄ η παράγωγος είναι µια γέα συνάρ- 
τηση µε πεδίο ορισμού το σύνολο 3’) η συνάρτηση αυτή λὲ- 
γεται δεύτερη παράγωγος της { και συμβολίζεται Ε'', 

"Ύμοια η παράγωγος της Ε᾽' αν υπάρχει λέγεται τρίτη παρά- 
γωγος της Ε και συμβολίζεται Ε'"κιο.κ. 

Γενικά µε Υ 2 π παρόγωγος συνάρτηση της ν-Ί παραγώγου της 
{αν υπάρχει λέγεται νιοστή παράγωγος της Ε και συµβολίζε- 
σαι σος 





Ορισµός. Μιο συνάρτηση Τ θα λέγεται ν φορές αυνεχώς παραγω- 
γέσιµη στη θέση κ Ξ ξεπ(ξ) όταν η { είναι ν φορές παραγωγί- 
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σιµη και η συνάρτηση ν -Εγ)ἰΧ) είναι συνεχής στη θέση 
κ» ξεπ(ξ). 

Αν η Ε έχει παράγωγο κάθε τάξης στο σηµείο ξεπ(ξ) τότε λὲ- 
µε ότι παραγωγίζεται άπειρες φορές. 


Παρατηρήσεις 
1. Ἡ Υγτοστὴ παράγωγος της { οτη θέση κ- ΣΕΛ δίνεται από 


1 (ντα) 
την εούτητο 4χε) - 1 το ο. 


2 Για γα υπάοχει η Ε(Ν}{Ε) δεν αρκεί να υπάρχει η εἰ) {ξ) της 
6 στη θέση κ - ξ αλλά πρέπει η συνόρτηση Ε{Σ){5) να είναι 
ορισμένη σε µια περιοχή του ξ. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


Τω Δίνεται η συνάρτηση { µε Γ(α) - χ'νλ. 
Να Βρείτε την Γί")(Χ) παράγωγό της. 


Λύση: Η { έχει 3(5) - Ἀ και αν ξΕΕ είναι 
(5) - ς Μαξ η ήηρκόρετΕμιξΣ κε) ο 45 
εξ) - 118 μα α-ξ ία 4] 4ξ 
και επειδἠ το Εξ είναι τυχαίο σηµείο του Ε εἶναι Εκ) - ἀκὸ. 
Ν.Ε’ έχει πεδίο ορισμού το Ἡ και αν ΞΕΕ είναι 


κ ν τς 
μην 








5 ααδναξες) - 
5 125: και επειδἠ ΕΕΒΕ έχουμε τ΄ (ὰ) - 12χ3. 


"Όμοια π Γ” ἔχει πεδίο ορισμού το Ἡ και αν ΣΕΚΕ είναι 
.. 5 8 ΡΕ ττῃ κ - 127 γι α 
Επ) 1 .ὰ τ αρ λε δ. τμ αείκκξ) τ 
Ξ24ξ Υ ΕΕἩ οπότε 5’" (κ) - 24. 
Ἡ Λ’" ἔχει πεδίο ορισμού το Ἡ και µε ζςἩ έχουμε 
(9) (3) 
λεν τα Ες (κ) δςΕ) , τιῃ 2λκ-δες 
Ελ) τε Ἡ κ! μα κε 24 Ν ΕΕΒ 
ο 





"ρα (1) τ 24. 


2. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(χ) -χ;]χ|. 
Να βρεθούν οι παράγωγοι αριθμοί τ΄(0), ε΄' (0), τ'"(ο). 


κλν κε 


-κλν κο 


Λύση: Ἡ Ε γράφεται: Εκ) -/ 


Και έχει παράγωγο συνάρτηση την 

Ακ, αι 

“αλ, αφ ες 

Είναι δε Ε΄ (0) - 0. 

Ἴθμοια η Ε΄ παραγωγίζεται σε όλο το πεδζο ορισμού της και 
ἔχει παράγωγο συνάρτηση την 


Εκ) 5 


- δε, κεο 
. αν, κ«ο 

Είναι δε {” (0) «9 γιατί ε” (0) μμ Ες ῶ). 
το ο ο 
50, 


Επίσης η Ε΄ παραγωγίζεται στο σύνολο {-0 0) ἡ (0,1ου)ςί(”) 
και έχει παράγωγο συνάρτηση την 





6, κ20 
Τα) ε -δ,κςῦ 
Δεν έχει παράγωγο στο σηµείο 0 γιατί είναι 
Εθ(ση ς Ἡᾷ ΣΤ ΙΟΣ 0) 





και τ'" (ο) - ας ο 


"Άρα δεν υπάρχει ο Ε/ (0). 


5.5. Παράγωγος και συνέχεια. 


Θεώρημα. Αν µια συνάρτηση Τ είναι παραγωγίσιµη σ᾿ένα σηµείο 
Ε,σηµεία σισσωρεύσεως του 94), τότε π Τ είναι συνεχής σ᾿ 
αυτό. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 


Ἀπόδειξη: ᾿Εστω ότι ῃ ἔ είναι παραγωγἰσίμη στο ξ τότε εἶναι 


ες) - μα ΠΟ, 





Επίσης είναι: ΠΗπ[ε(κ)-ε(Ε)] - τίς ε ο (α-ξ)- 


ο Ε(Χ) ΕΕ) τππκ-ς) - ε’ .. - Ἡ . 
« Ἰε ο μία 5) (Εξ) 0 «05 ο Ε(Ε) 


που σηµαίνει ότι η 8ἔ εἶναι συνεχής στο ξ. 

Το αντίστροφο δεν ιοχύει γιατί ως γνωστό η συνάρτηση 4 µε 

α{Χ) 5ἰκ, είναι αυνεχἠς στο 8 γιατί είναι 11πῃ(Χ) 5 
11πο(χ) -0- (0). 
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Δεν είναι όμως παρανωγίσιµη στο 0 γιατί είναι: 
στι. ο ια ἐκ)τα(ϱ) χο. 
ο" (0) μοδα ἂτρτ 1 και 


1} κ Ίήπ 3 κ) -α(0 
ο τα 








"λρα α΄ (0) κ ᾳ᾿ (07) και η 4 δεν εἶναι παραγωγίσιµη στο ση- 
μείο 0. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


1. Δείξετε ὅτι η συνάρτηση { µε Μ(Χ) - ὕχ”, δεν είναι παρα- 
Ἰωγίσιμη στο σηµείο χο : 0 ενώ είναι συνεχής σ᾿᾽ αυτό. 


Λύση: Η Γ εἶναι συνεχής στο 0 γιατί είναι 11πτ(κ) . 
κ Ἠηκ 50 - 80). Η παράγωγος της Γ ο ον είναι 


Μο) τ τα ΕΣΡ). Ἡα ἠτας - Ἠαγ]ὰν - Ἠμήα - να 


ἡ -0ο η Ε δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0, 
Είναι δε {’ (0) - «0ο . 
και ϱ (0) 
Ἐπομένως στο διάγραμμα 
της {και στο σηµείο 
(9,Γ(0)) π εφαπτομένη 
έχει εξίσωση κ Ξ 0 δη- . ο. | ν 
| 





λαδή είναι ο άξονας 


0Υ. (Σχήμα 5) ο 


: ο 
2. Δίνεται η συνάρτηση ἔ µε Εκ) - Ψ Εκ 

κ;-θχ,κ «0 
λείξετε ὅτι η Ε είναι συνεχής στο Β, αλλά δεν είναι πα- 


ραγωγίσιµη στο σηµείο ξ - 0 του Ε. 


Λύση: Η Τ µε τύπο Ε(Χ) - χα2χ µε κ20 είναι συνεχής σαν πο- 
λυωνυμικἡ και όμοια η Ἡ µε τύπο {(Χ) Ξ χ2-2χ και Χ «0 είναι 
συνεχἠς µένει να δούµε αν είναι συνεχής στο 0. 
Είναι Τί) 5 Ἰμη(κ{12κ) τ 0 - Ε(0) και Π1ρμεία) - 
5 κ” εκ) 0” Εί0). 
"Αρα η ἔ εἶναι συνεχής και στο Ὁ. Όι πλευρικές παράγωγοι της 
Έ στο 0 είναι 

1 
κ πα 29. 


Ες η ΣΤΡ) κα] -ὃ και 
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: 
ο κ... πλ ὃ. ίκ-ε) --ᾱ 


κ Χ- κο 


και επειδή ε (ο) ῥ Ε’(0} π Ε δεν εἶναι παραγωγέσιµη στο 0 


χλνεν κ51 


χζαλκ-α 
χοῖ 


Να προσδιαρίσεται το ΛΕἘ ὥστε η Τ να είναι παραγωγίαιµη 
στο σηµείο ξ - 


3. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - 
ΑΧΣ1 





Λύση: Επειδή η Ε είναι παραγωγίσιµη στη θέση ξ -Ί ισχύει 

τη} 5 ΕΤ} (4) και µε βάση γνωστό θεώρημα είναι και 

ουνεχής στη θέση ξ -{ δηλαδή 11πε(ς) . πε(κ) Ξ το (2) 
2 


- 





-- : 
. ον αέη-σ 
0) - Ἡῃ ο 


αλκ-1-2λ-2 


5 3 μοι ΠΟ 
Ξ5 (4) 


(κ 1) (κκ)  κλ(λ-2)χ- 
ππταντ πς 1 τα-παστ" 





ο ο 


λ- 4 (4) 





Β. (3) µε βάση την (4) γίνεταν: μμ {ο ἡμότη ... 


τα κ- 1) κκ] 

μα στη 

"Δρα µε  - 4 η 8 εἶναι παραγωγίσυµη στη θέση Εξ 1 και η 
παράγωγος της είναι Γ(1) - 2. . 


.2 ο 1] Στ - ὃ (που εἶναι αληθινό) 


4. Δίνεται η συνάρτηση { µε Τ(Χ) - ΙΊπχ| είναι συνεχής και 
παραγωγίσιµη στη θέση ξ5 1. 

Ἀόση: Η { γράφεται: 
Ίπκ, Ἱακεῦ Ίηχ, κε 

σα, Ίπκιῦ Ἡτ” τν ο «κ«! 

και εἶναι συνεχής στη θέση ξ -Ί γιατί είναι 

εκ) τ Ἠαϊπκ τμ ὸ πε το τ ΜΗ) και 


ε(α) 5 





ο πο... 


Δεν εἶναι παραγωγίσιµη στη θέση κ - 1 γιατί είναι: 


ο 3: ο 
πετ τ Ἡ γνατί (αν ας Ἱηχ κ-{) 





εαν μπας 
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καν ΕΤ 5 Την τς ΤΡΣ ς «Μα 1δΙ. - -Ἡ δηλαδή 
σα σα) 


Αρα η Τ είναι συνεχής στη θέση ξ 5 Ί και όχι παραγωγίσιµη 


5.6. Παράγωγαι βασικὠν συναρτήσεων. 


1. Παράγωγος σταθερής συνάρτησης. 
Εάν Ε(Χχ) - ο και 34(5) - Ἡ τότε έχουμε µε ξΕΒ: 


αίκ) - Σο0σΕ(Σ] ο 


5 Τ'(Ε) Ν ΕΕΒΕ. Αρα η σταθερή συνάρτηση είναι παραγωγίσι- 
μη στο Ἀ και είναι Ε΄ (κ) 5 (9)’- 0. 


9 Ἱπλ(κ) - Τῖπ 
κε ..ε 





2. Παράγωγας ταυτοτικής συνάρτησης µε {(χ) Ξκ. 
"Εστω ΣΕΧ, τότε ο λόγος μεταβολής είναι: 


] γ κε. 





ρα Ἠρλίκ) ε τ (Ε) 11η τετ 1 καὶ επειδή το Σ εἶναι τυ- 


Χαΐο στοιχείο του Ἐ η ταυτοτική σινάρτηση εἶναι παραγωγίσι- 
µη στο Ἐ και είναι Ε(κ) - (κα) -ι. 


8. Ἡ παράγωγος της μονωνύμου συνάρτησης Ε(κ) - κ᾿ µε ναν" 
Προφανώς 5(39) Ξ Κ. "Εστω ΣΕ 3(Τ] µε ξ σηµείο συσσωρεύσευς 
που 3(48). Ἡ παράγωγος της { στην θέση χ 5 ΣΕ 9(4) εἶναι: 


εἰ τ Ἡρ ΙΕ) - αρ οντξ τ αβιαὐ λατ Ἔννιον 
εν Ὦ τε ΕΕ ὀγρωνκξὺτ ο νε) Ἡ και αυτὸ α Σε (0). 
΄4στε η συνάρτηση πρώτης παραγώγου µιας μονωνύμου συνάρτη- 
σης Ε(Χ) -κ’/νΕΝ” είναι (κ) - Εκ) -νκὴ νκεβ., 


4. Γενικώτερα Ννὶ αΕΧ ορίζεται η συνάρτηση Είκ) -χ' και ιο- 
Χύει: Ε'(α) - (η) - αχ} ν κεχ εκτός εὰν κ - 0 και 
αξίῦ,1). 


5. Να βρεθεί η παράγωγος συνάρτηση της { µε: Τί(κ) -νχ. 
Προφανώς (4) - [0,α). θεωρούμε τυχόν σηµείοχ Ξ 


ἡ {(Χ)-{{Ε) 
ΣΕίθ,νου) και αναζητούμε το 1{α ο χερ 


18. 


͵ « Ξε μπι. 1 ' 
Έχουμε: 148 ΕΤΕΙ Σπα ο εξ τα πσε νετ τι 
0,200) υπάρχει 





"Λρα η παράγωγος της ἔ στο τυχαίο σηµείο ξ 
καὶ εἶναιτ Γ.(Ε) τν ΕΕ ίο,εοο). ΄Ἴστε η συνάρτηση πα- 
ράγωγος της { είναι η: (41)’ 5 Ε" (κ) 5 φόςν κε (6, νου) 


Ἄς αναζητήσουμε τώρα αν υπάρχει Π παράγωγος της Γ και στην 
θέση κ - ο. ἃ 
προς τούτο αναζητούµε αν υπάρχει τρ 1Η. 





πειδή 32(4) - [0,του) ταυτίζεται, ως γνωστό, µε το 
μα ῶσρας 


(Παρατ. 6] 


χ)-5(0).. Α α, ον» 
ο μρ τό Ἡμα τα. 





΄Ἔχουμε: 1]π Ξ 


“Άρα η παράγωγος της { στην θέση χ - 8 δεν υπάρχει, αλλά α- 
πειρίζεται θετικἀ. 


6- Να βρεθεί η παράγωγος της { µε Γ(κ) - ημχκ. 
Προφανώς 3{5Γ) -Κ. ΄Ἔστω ξΕ 3(3) και ἔ σηµείο συσσωρεύσε- 
ως του. 3(3). Εφαρμόζουμε τον τύπο (2) της παραγ. 5.2. 


ορ) Ἰα (ΕΤΕΚ) τα μ(ξηήτημἒις 
ο ο ο λα ο... 
Β 


ημ 
ο κ. 





2ηµ } συν(ξν 
ή σπα 
νο .. 


2 
Ξ 1.συνξ - συνξ. 
Ἔρστε η συνάρτηση παράγωγος της Γ(Χ) 5 ημκ είναι: 
Εἰ(α) τ (πμακ)) 5 συνα Υ κΕεΒ. 


7. "Όμοια βρίσκουμε ότι: Ε΄ (κ) -(συνχ)' - -ημα ν κεΒ. 
Β. Να βρεθεί η παράγωγος της Ε µε Εκ) -6λ- 


αμσρὰ 
"χουμε: Ε΄ (κ) -(91)) - πο 





αγ 8) -ἲ 
ος 


ακ) τ (”)΄ ο Υχες 


ο 
«Αλλά γνωρίζουμε ότι 11 -" 


9. Να βρεθεί η παράγωγος της Γ µε Εκ) -αἲ. όπου α20. 





Ἔχουμε: Ε΄ (κ) 5 (αν) -ῃ απ σα ] 
χουμε: 5 η η σπ 
Είναι όμως γνωστό ότι ᾗ1η-.Γ1 5 Ίπα και επομένως: 


γ΄ (α) - (αἲ)) - αἲ Ίπα Υ χΕΒ και α20 


10. Κα βρεθεί η παράγωγος της ἔ µε Ε(Χ) -Ίηπλ. 
Προφανώς 9(4) - Εν. ᾿Ἔχουμε (κ) - (Ἰηκ)' - 





ο πα ἀπ (καβλτΊπκις 
πο π 
Ἱπι τν] 
5 Τπ ---- ἃ τή -ἳ- 
” Ἡ κ 


Ξ-ἰ. γιατί ὅπως ξέρουμε 





κ 
Ίαστε: Γ΄ (κ) 5 (Ππκ)) τ-κ- Υκεπ 
5.7. Κανόνες παραγώγισης 

Στην περίπτωση που ο τύπος µιας συνάρτησης είναι αρκετά 
σύνθετος, δεν είναι εὐκολος ο υπολογισμός της παραγώνου µιας 
συνάρτησης µε την βοήθεια του ορισμού. 

Μια σειρά απὀ προτάσεις µας παρέχουν ορισμένους κανόνες µε 
την βοήθεια των οποἰων θα μπορούμε να υπολογίζουμε τις παρα- 
γώγους διαφόρων συναρτήσεων χωρίς να καταφεύγουµε στον ορισ- 
μόν 

Οι κανόνες αυτοί πάρα πολύ απλοί και Χρήσιμοι, µας δτευ- 
κολύνουν πολύ στις διάφορες εφαρμογές και τις ασκήσεις. 


1. Παράγωγος αθροίσµατος και διαφοράς 


Πρόταση: Εάν οι συναρτήσεις Τι και {.. µε πεδία ορισμού 
Φ{{:) και Φ(Ε.) αντίστοιχα, ἔχουν παράγωγο στην θέση 

κΞζξεε 25.) Ω (12), τότε και οἱ συναρτήσεις Γ, - 

Ένεε, και ἓς Ξ Ει-Γ, ἔχουν παράγωγο στη θέση κ - 

εε δ(Γ1) ω 2{Γ/). 

Ισχύουν συνεπώς: ἔς -ΕἰνΓὸ και Εὐ -ΕΙ-Ε; εφ όσον οι 

Γι και ΤΟ παραγωγίζονται ν κο 81) Ω 2{5). 
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Απόδειξη: Εξ υποθέσεως υπάρχουν οι παράγωγοι των Γι και Εε 
στη θέση κ - ξε 581) ω (11). Αυτὸ σηµαίνει, ὁτι υπάρχουν 
και τα παρακάτω όρια: 


τρ Εα(κ)-Εν() 
1 "σε και Τ{Π 
Η παράγωγος της Τα Βα ραδσες στην βέσηκ Ξ ΕΕ ΦίΕ1)ω 
Ωω 982), εφ᾽ όσον υπάρχει και το: 


χ)-Γα(). 
ε 


αν οτεεϱ) 
κε 





σαΣ] 





μπι μπα 





΄Ἄστε: -- 5 Επ λοῶι 


Επομένως αν αυτό συμβαίνει καὶ χε 351) Ωω 9{52) θα ισχύει: 
θά κ) 5 Επίκ). εε(κ) {1}. "Όμοια δουλεύουμε και για την συ- 
νάρτηση {5. 

Η ΕΤ) γενικεύεται µε τις παραπάνω προνποβέσεις και έχουμε: 
ϱά(χ) τ ΕΑ Χ)η ΤΑ (Χ)ηνν «ΕΕ (ΚΝΕ Υ χεδίξι)λω (12) Ωω... 
Ω9δ(ν). 


Παρατήρηση: 

Εάν η συνάρτηση { µε Εκ) - Ει(χ)«Ρε(Χ) έχει παράγωγο στην 
Βέση κ ξΕ δι) Ωω ΦίΕ2), αυτὸ δεν σηµαίνει ότι υπάρχουν 
και οι παράγωγοι των ἓι και ἔ; στην θέση κ- Επομένως αν 
υπάρχουν οι παράγωγοι των Ει και Εν στην θέση χ Ξ 

5 ΣΕ 91) Ωω 3{Ε4), τότε θα υπάρχει και η παράγωγος της { 
στην θέση κ Ξ Σ ὄχι όµως και αντίστροφα. 

Δηλαδή ικανή συνθήκη όχι όµως και αναγκαία για την ὑπαρξη 
της παραγώγου της Ε στην θέση κ 5 ξ είναι να υπάρχουν οι πα- 
ράγωγοι των Γι και Γ; στην θέση αχ Ξ ξ. 

Το ἴδιο ισχύει και για την {µε Τίκ) - Για) -Τείκ). 





Παράδειγμα: 

θεωρούμε τις συναρτήσεις ἔι και { µε τύπους αντίστοιχα: 
Γκ-νκ αν χαθ αν κΣ0 

δν (κ) 5 { 


0 αν κ «0 ο ο) Το αν κ «ο 
Η συνάρτηση Εκ) 5 Γκ) Τ2(κ) έχει τύπο Ε(κ) ΞχΧνκεκ. 
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Ἡ συνάρτηση ΕίΧ) 5 κ έχει παράγωγο στην θέση χ - 0 ε 5(5)) 
ΩΦ{{2) ΞΧἙ, ενώ η {2 δεν έχει παράγωγο στην θέση χ Ξ 0 


2. Παράγωγος γινομένου και πηλίκου. 


Πρόταση: 

Εάν οι «συναρτήσεις Γι και Τ., µε πεδία ορισμού 2{51) και 
3 (Γ2) αντίστοιχα, έχουν παράγωγο στην θέση χ -ξΕδίΓ1) 

τα. 

τ, 

{αν Γ2(χ) 40 Ν χΕΞ(Γι) Ω 9{Γ2) για την Ε/) έχουν παράγω- 

γο στην θέση κ - ξΕ2δ(Γι) ω 3{Γ») και ισχῆουν: 


ΩΦ{ 52). τδτε και οι συναρτήσεις {ῃ Ξ Ει"Ἔ: και Ε, 





απ τ εἰεννεντὲ και εὖ - ΕΠΣΕ ΤΑ εφ όσον οι Τι. Ες παραγω- 
γίζονται Υ κεθίΕι) ω2{Ε2). 


Απόδειξη: Αφού εξ υποθέσεως οἱ Ει και {; ἔχουν παράγωγο στη 
θέση χ- ξε 8ί5ι) Ωω 9ίΕ2) θα υπάρχουν τα: 

τν Στρ) σε) εκ 

Επειδή όμως οι Τι και 5» έχουν παράγωγο στην θέση Χ 5 

5 ξΕ3ίΓι) Ω 3ἱ59) κατὰ την πρόταση 1 αυτές είναι και συνε- 
χείς στην θέση αυτή, επομένως θα ισχύουν: 


Πο Ον 


και ΤΠ 
ας 


Για να υπάρχει τώρα παράγωγος της {ῃ στην Δέση κ - ἔε 351) 
ΩΦ(52) θα πρέπει να υπάρχει και το 11 Γπιλ) τη) 


' 2 επ(κ)-επ(ξ) ο ττῃ Ει(κ) εκ) - εν) Ε2{ 5) 
Έχουμε διαδοχικά: 11η σε .”. τας μας 


τα 


ο ο ο... 
κ.ξ .. 

ο πας κο) [εν -εν(Ε) κε Ε) [τοτε 
Ἱ α-ξ 

ο ο ο πμ. 


ο αλα. 
"Ἠστε: ΕΠΕ) - ΕΕ) ΕΕ) ΕΕ) Ε2(Ξ). 
Και αν αυτό ισχύει Υ κε {81} Ωω 452) θα έχουμε: 


Ερτ εἶενεένει 
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Παρατήρηση: 

Εάν η συνάρτηση { µε Εκ) - Τι(κΥΕΣ(Χ} έχει παράγωγο στη θὲ- 
ση κ - ΕΕ ΦίΕι) Ω 9ίΕι) δεν συνεπάγεται πάντα, ότι και οι 
συναρτήσεις ἔι»ΤΣ ἐχουν παραγώγους στη θέση αχ 5 ξ- 


Παράδειγμα 
Βεωρδύμε τις συναρτήσεις {ι και {2 µε τύπους αντίστοιχα: 
ἅφαν κ {0 χλον κ 0 
τα) - το 51 
ᾶα κΞῦ 3 ανκ-ο 


Προφανώς η συνάρτηση Τ µε Ε(κ) 5 Έν(κ)ε(κ) - 3 ΗΝ κΕΒ έχει 
παρόγωγο στην θέση κ - 0, ενώ οι Ει,Έ; δεν ἐχουν παράγυγους 
στην θέση χ - 0. 

Για την συνάρτηση ῃ έχουμε διαδοχικά: 


ο 
το ας {; -- Γ 1 
κι 
δν κ ὃς μ . 
μα τα ον λεμε) νετ: 


σᾗν Ὁμο ο Ὁσυσα εππίσης 
ο [ει] ει] Πε ΓΕ 
απ 

















{πι 
κ. 


Ξ Τενίεπτ [ερ αλλα) εν) ακοοτΕ ο}, 


πάσα θοθιο τσ μας. 


Επειδή η 8» είναι ος στην θέση χ 5 ξε δει) 9/12) 


Ί 
είναι. η πτηῃ 3 στ που εχρησιµοποιήθηκε παραπάνω). 


Σ)Ε2(Σ) {2 (ΣΕ) 
[εδ 


Και αν αυτό συμβαίνει Υ χεθίῖι) Ωω 989) µε Τ2(Χ) 0, θα 








ἨἼστε είναι: Ε{(Ξ) - 
ἐκουμει εν - σε ἐσα ων κε σ(εν) Ὢ 2/12) 


3. Παράγωγος σταθεράς επἰ συνάρτηση. 
αν [κε(κ)]ὸ - κεί (κ) Υ κΕεΞ({) µε κΕεΒ (σταθερά) 


38. 


Απόδειξη: Την κ θεωρούμε σαν σταθερή συνάρτηση και επομένως 
[κε(κ) ᾗ) εκ εκ) η") κ τ κ” (κ) αφού, όπως Εέρουµε, η πα- 
ράγωγος µιας σταθερής συνάρτησης είναι μηδέν. 


2. [κιξι(κ]κεἘο (κ) κ. εκ νεν (κ) 5 κντά(α)εκοτὸ (κ). 
ακφεν(χ}, όπου νΕΝ, κι,κο»...»Κν σταθερὲς στο Β και 
νκεθίΕι)ω.-« Ω 3(1ν). 





Απόδειξη: Άμεση εφαρµογή παραγώγου αθροίσµατος και του α- 
µέσως προηγούμενου 


3. Γενίκευση για γινόμενο συναρτήσεων 
Εάν Ε -Ει.Εξε..« ἓν/νΕΝ, τότε νχε ΦίΕι)ω... ω 265ν) νσχύ- 
εις Ε" -Εἰξες.«ΕνεξιΓένο«Γννος ον νέος «ἓν 





Συµβολικά (ἴτιγ- ὃ [τελη]. µε 1 ον ν ἔ2. 
Απόδειξη: Για ν Ξ 2 γνωρίζουμε, ότι ισχύει. Εστω ότι υοχύ- 
ει για ν 5 ΡΕΝ, δηλαδἠ: 
ρ 

επ ασ σΣσ[ῃί ῃπ η] 

ρα ον ' 
Επειδή { ᾖ ει) τε ᾗ πο (ερ τε ᾖ ει) έρεα 
ες ὃν ε) ὡναν τει ἀμθ ο βαν ερηι - λε Ἠαἱ 
έπεται ότι η πρόταση εσχύει και για ν : ρ01, άρα Υ ΝΕΝ: 
νε2. 


Μ 








4. Εν Τι (κ) Ξ εκ) 0 ν χεσ(Γ), τότε: 
αεί τσρερα)- καὶ αν Γ(κ) Τἶκγ. τότε Τ1{Χ) «Ρα 
Απόδειξη: Έχουμε: {τί )  - ΜΜ ΙΧ 9 πμ 


5. [ε 1" - νε κ} Ε΄ (κ) /νε Ν 

Απόδειξη: Είναι Ε (κ) - Εκ) Ε(Χ}νν«Ε(Χ) και επομένως: 
πα 
Εκ) ων  Ε) τ νε ο (κ) 













εν) { 
πες 


(ν 5 Ίνδνοςο) Υ κε β(Γ1}Ώω νε Ω 3 Τν). 


αν ξ κίτνε ν µε Εν) ο 








Απόδειξη: (σα1 


34 ἔν 
πο πι μον 


Ορισµός. Καλούμε λογαριθµική παράγωγο της συνάρτησης Ε µε 
τὰ) 60 Υ χε β(Γ) το πηλίκο-ρ-. 





Σύμφωνα τώρα προς αυκὀ τον ορισμό και της παραπάνω παρατή- 
ρησης 6 έχουμε την πρόταση. 


Πρόταση 2. Η λογαριθµική παράγωγος ενός γινομένου συναρτή- 
σεων ιαούται προς το άθροισµα των λογαριθµικών παραγώγων 
πων παραγόντων αυτού. 


7- Παράγωγος εφαπτοµένης. 











: ημχ ῃ.ς (ημχ) 'συνχημχί 5 
Είναι (εφχ)΄ 5 ἴτσονα τς πονος 5 
: 
ο συνῖχε να Ἡ 
ο συν ο συντκ 


ας. τς ἀι 
Δηλαδή (εφχ) Ἐπυντκ Χὁ κπερι κε. 


Β. Παράγωγος συνεφαπτοµένης. 





τον συνα |» ς (συνκ)΄᾽ημκ-συνκ(ημχ)’ 
Είναι (σφκ) τεσπα) ο Ξ 
σημκσυνέκ 1. 
πμ”χ ημ΄χ 
ο αΗ 
Δπλαδή (σφχ)΄ - ππμσχ κ γκπ, κεζ. 


8. Παράγωγος Ίος, κ, 0 -α ἑ1- 


Είναι (1οφ,κ)) -{Ἴμα ) τ πλα Ἰπκ)" 5 ία (πνκ) τχ]πα 
Δηλαδή: (1ος κ} ίμα Υ χεβὲ 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΗΛΤΑ 


1. Να βρεθεί η παράγωγος της αυνάρτησης { µε: 
Έα) - Ίπανκ-κ'»2/- ον «2χκημκκημ2κκεφχ-σρχαΊπκ 


Λύση: Η Γ είναι άθροισία οπότε έχουµε: 
ο ο ο ο ο ο ο. 
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ΜΜ αλ σα) : 


νέ -ΒΗΣ. 

Ξ 081 -ἀχλ12 πλς-- ϱὖ»271η2νσυνα» (2ημακσυνκ) (νε) 
συνκ 

πα ο 


Ξ 1.4 χε ρω” τος. "συνχκημχ(συνχ)]-- 


ην 1 : 


-- 
συν τκ” ημὲκ" κ 
3 


: ο δο 1 ασε. 
1-4 κδε οἳ «23 1ηδησυυκε2(σιν κ-ημ7κ) πμσκαϊνακ κ 


γτα τις τιμὲς του κ για τις οποίες ορίζεται η Μ. 


2. Να βΡείτε τις παράγµγους των ακόλουθων συναρτήσεων: 
αν (κ) 5 2χκ4χ «Ζχ-λ/λεΕ 2. Ἠ(κ) - (4 «2χ) (χ”-ἄκετ) 


ο 4χ2.7Χ ημχασυνκ 
μπα ης δτ ΤΟ τ πμκτσανκ. 
5. Τίκ) -- ἄσυνχεδημκ 6. Γκ) - (κ ε8)εφκε(ΖχεΤ}ημ)κ 





7. τί) 2ε) «ουχ 


Λήση: 1. Εφαρμόζούμε τον κανόνα αθροἰσµατος και δυνάµεως µε 
εκθέτη φυσικὀ αριθµό και έχουμε: 

Ελα) (κ (οκ) (οκ) τι λ) η οκ" 12κ2ν2-0 - 

Ξ 1ο κ Ίλχά νο 

ο ο 

5 [οκ κ (2) (κ 2κᾶχα 1) ν(χ1 ἐκ) [(κ1) ε(4κ) ντ ]Ξ 

Ξ(12χ 22) (αὴ κακα 1) αχ” «2χ) (2χ«3) 

ἂν ια ο εν τν) κ στα. . 


ο (θκ»7) (κ1κε)-2κ(4κ27κ] 
5 (η ἳ 


4. Εκ) - πμκνσυνκ) ᾿ (ημκ-αυνκ)-(ημλ:συνκ) [ημκλσυνκ). 
π (ημχ-συνκ) 5 


- (συνχ-πμα) (ημχ-συνκ)- (συν κχημα) (ημα”συνχ) 
(ημκ-συνκ)” 


2 
σημα συνκ)ὴ Ὁ ο) 


5, Γ΄ (α) - (Άσυνχ) ΄κ{2ημχ)" 5Ξ -3ημχεζσυνχ 


5. εί) 5 [ια κδ)εοχκ] [κκ 1)ημ κ] - 
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ο («2 8) εφκε(χή «ϐ) (εφκ) (2191) η" κν(2Χ. 1) (ημ1 κ)” - 


α 3 « 
Ξ Ἐν) 33) συνὲς ετημ" Χα (2χ. 1) (ημχημχ) - 





«ημχη (Έχε 1) Ζηµχουνκ. 


τν -8 
Ξ θχεφχε-δορὲα 


7. ΣΕ) - (δε) «1οφχ)” « (363) 4(1ο0κ)" - 2988 κ. 


3. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 
1 Εκ) -κεΥ πχ 2 λημκ 2. Ἀχ) - οἳ(ημακ-συνα) 
Τη ή. 


3. (κ) - ϱἲ ηχ-ναδ" αχ” 1. οί) πες σπῃκ- 





λύση: 
έχουμε: 

τα) - (κθ” Τηκ) (23) ζημκ)΄ - κο. ηκ) ακ(εἳ }" Ἰηχα 
ἀχαΧ(1ηΧ) 42 Ππδκουνκ - εἳ ηχνκθλ]ηκεκον {- «21 Ἰηθισυνκ. 


Είναι παράγωγος αθραίσµατος και γινομένου. Οπότε 


2. "Όμοια είναι παράγωγος γινομένου και διαφοράς οπότε 

µ [6 (ημκ-συνκ)]’ - (6) ᾿(1µα-συν κ)" (ημχ-συνκ)΄ 
5 θΧ(ημκ-συνα) «θά [(ημκ) ’-(συνκ)'] - εσ(ημχ-συνχ)» 
»αλ(συνκτημχ) - 28)ημΧ. 





8. Έχουμε 4 (κ) 5 (61 Ίπα-νχδ" νάχλ)΄ - 

5 (6 1η) - (153) (Ακ. Ξ (εἳ) Ἱηχεε"(1πκ)΄- 
« [νο 5 λν/αΙδ3) 1 να (κ1)τ- 

5 θά Ίπχο -ᾱ-- τής δ ἐπ" 1ηδ 2ο" 


: ο ολο ο ον ο. 
4- ΄ομοια ἐχουμει ν΄ (κ) -(πὲ επίς τ εν ο εσπρἜ 


ο πα) ο ληκ(ε.) (ή) ημας κζημα)/ 
λα) τν . πα 








ημκ-/Χουνκ «κ]ηκ. ημκ-2κουνα 


ημῖκ χα ο θήπηκ 





4. Ἀίνεται η συνάρτηση Ε µε Υραφικἡ παράσταση την ϐ και ε- 
Ἐίσωση την ΕίΧ) --κὖ. 

Να βρεθούν οι ευθείες ν -αχ»Ί που εφάπτονται της ϐ και να 
δειχτεί ότι τέµνουν τον άξονα Υ΄Υ στο ἔδιο σηµείο. 


Λύση: Αν (Χχε,γο) είναι οἱ αυντεταγμένες του σηµείου επαφής 
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τότε η εξίσωση της εφαπτοµένης σ᾿᾽αυτό το σηµείο είναι: 
ο - Ε΄ (κο) (κ-κν) (1) µε Ε(κο) - Υο - κό και 

Ε΄. (κο) - -Όχο και η (1) γίνεται: 

γηκὸ - -2κοίκ-χο) Ὁ 2χικογ-χκ{ -0 (2) 

θα πρέπει τώρα η (2) και η Υ - αχ»] να ταυτίζονται δηλαδή: 





Όχο 1 . -κξ 2χυ Ξ -α Χο 1 

κος ιο Ἀκὸ-, ο 

μα : κ κι 5 ας 52 

΄Αρα οι ζητούµενες ευθείες εἶναι  - -2λ4! και Υ 5 2χΗΙ. 

Β ευθεία ν - -Ζαε! τέμνει τον ἄξονα Υ’ν στο σηµείο (0,1) α- 


πὀ το οποίο προφανώς διέρχεται και η Υ - ΖΧ. 
Τα σηµεία στα οποία οι ευθείες Υ “ ακεΊ εφάπτονται της ϐ εἰ- 
ναι (1-1) και (-1ν-τ). 


5. Δίνεται 4 αυνάρτηση { µε Μ(ὰ) --τ-. 


κα βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης στη γραφική παράσταση 
της Γ που περνᾶ απ το σηµείο (5ο 4 ϐ) του ἄξονα χ᾿χ. 


Λήση: Γνωρίζουμε ὁτι η εξίσωση κάθε ευθείας που περνά από 
ένα γνωστό σηµείο (6,0] και έχει γγωστό συντελεστή διεύθυγ- 
σης Α είναι Υ-0 5 λίκ-ο) (1) 

Επειδή η (1) θέλουμε να είναι εφαπτομένη της γραφικής παρά- 
στασης της Ε θα έχει συντελεστή διεύθυνσης λ τον παράγωγο 
αριθµό στο σηµείο Μίζ,Ε(Ε)) του διαγράµµατος της Ε. Είναι 


δελ - ΕΕ) στ Έξι ρα η {1} γίνεται} - τε .-ο) (4) 


Ἐπειδή δε το σηµείο Μίξ,Ε(Ε)) Βρίσκεται πάνω στην γραφική 
παράσταση της ΤἜ θα επαληθεύει την εξίσωση της και την (2). 
Δηλαδή: {(5) --ξ- (3) και τ{Ε) τ τες (ε-ε) (4). 

Αν λύσουμε το οὐστημα των (3) και {4} µε άγνωστους τους ξ, 


Ε(Ξ) παίρνουμε ξ --ῄὃ- και Πίξ) τς - 


"Άρα η ζπτούµεγη εφαπτομένη έχει εξίσωση Υ --οἩ 


έκτο) 
6. Δίνεται η συνάρτηση Ἔ µε Ε(κ) -είχ-ρι)(κ-ρ:)(κ-ρ.) (1) 
Έ5,ρ1902.Ρ: σταθερὲς του Ε. 


Λείξετε ότι ία) - κνρο χτες 
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Απόδειξη: Ἡ { είναι γινόμενο Και επομένως έχουµε: 
τί (α) - ε(χ-ρι)(χ-ρα)(κ-ρ.)ε(χ-ρα] (κ-ρ2)(χ-ρ1). 
ο (χ-ρα) (χτρα) (χ-ρ) 5 Ε’ (κ) Ξο(κ-ρ2) (κ-ρε) το(κ-ρι)(χ-ρ9). 
αο(κ-ρα)(κ-ρ2) (2). 
Διαιρούμε κατά µέλη τις (2) και (1). Εποµέγως είναι: 
ΕΙ). . ε(κ-ρε)(κ-ρε)1ο(κ-ρα) {κ-ρε)ο(χ-ρι)(χ-ρ2) 
πι - Εμ  η 
1 4 ων, 
α-ρι ' κ-ρε ᾿ χ-ρο 


7. Εὰν Τ(Χχ) Ξ χ΄Ίπκ δείξετε ότι 26(χ) εκ” - ΧΓ (κ) {1} 


Λύση: Βρίσκουµε την παράγωγο της { και έχουµε: 
ως ο ο ο” Ρ.... 
- 2χ]ηχεκι Αντικαθιστούµε στην (1) και έχουµε: 

κβὶ (κ) -κ {ἐχίηχεκ) --ἐκ2ΊηχεκΣ -- 28(κ)νκή, 


Β. Ἀίνεται η συνάρτηση Ε µε Ε(κ) -χ'θὶ. 

Κα βρεθεί η συνάρτηση 3ης παραγὤγου της Γ- 
Λύση: Είναι ϱ΄ (κ) - (α99λ)΄ ς(«)) θχαχ (οκ) Ξ 
5 Αχ2βλχ18Υ - ϱχ(ἀχ1 κκ”) 

κ) 5 (οἳ)  (ὀχλακ1)κεχ(ὔκ εκ 
5 ϱἳ (6χ296χηχ)) και 

αττ(κ) 5 (6) (κ21θχεκὴ) κε. (67 «θχκακ))  - 
Ξεἲ [οχ]-θκεκ)«12χεζνακ1] - εἳ (κ) κ2εΊθκεθ). 





5 ϱἳ (Ακλεκ  «δκκθκ1) - 





5..7α- Παμάγωγος σύνθετης συνάρτησης 


Πρόταση . θεωρούμε την συνάρτηση Γι µε πεδίο ορισμού το 
Φ{Τ1) και συνεχἠ σ᾿αυτό. Και την συνάρτηση ΓΣ µε πεδίο ο- 
μισμού το 3ἱΓ2) έτσι ώστε «Ἡ(Μι) Ξ4(Γ2). Τότε υπάρχει η 
σὔνθετη συνάρτηση Ε291. Εάν υπάρχει η παράγωγος Τ{{Ε) της 
Εν ατην θέση κ -ἔε βί51) και εἶναι πεπερασµένη και αν 
στη θέση Ει(ξ) υπάρχει η παράγωγος ΓΣ[Ε1{Σ)}] της {2 και εί- 
γαι πεπερασμένη, τότε υπήρχει και η παράγωγος της 5:20, στη 
θέση κ - ξεΕ 9Φἱ51) και ἰσχύει: ΄ 
[σσ 11 5 εδ τας) 1τ1(Σ) 


Απόδειξη: Αφού απὀ την υπόθεση υπάρχει η παράγωγος της Ει 


.ν 


στη θέσῃ κ Ξ ξΕεΦίΓι), θα υπάρχει και το 


Εκ) ΞΕΗ Ες ει 
ο. 


Εάν θεωρήσουμε την συνάρτηση: δι(κ) - 








σαι) τπτ) (0 


µε πεδίο ορισμού το 5/11) -{ξ], τότε για κ»ξ θα εἶναι 
δις -0, 
Από την (1) παίρνουµε: {τ(κ) - Ει[ξ)ο{κ-ξ) [ιτ Ε)1δα(κ)] 
µε δ1(Χ) 50, όταν χ-ξ. 
Επειδή τώρα υπάρχει και η παράγωγος της ἘΣ στην θέση 
ΡΗ(Σ) Ε΄ δείτε) ς (12) θα υπάρχει Και το: 
αεἴρα(α) ΡΙΡΙ ο βι 
ο ΗΕ Πα] ΣΕΣΕΑ(Ρ1: 
θεωρούμε την ουνάρτηση: δε(κ) --Ι ΠΔΣ ΙΕ. 


ΕΕ ΓΕΗΓ)1 (2) µε πεδίο ορισμού το οΆ[ Ε1)-(ει(Σ)} και µε 


πδλ(κ) -, 
ας 


Πράγματι αφού η ΤΕ εἶναι συνεχής θα έχουµε ότι Ἰ1π[ι(κ) - 
5 ΤΙ(ΓΕ] και επειδή υπάρχει η παράγωγος της Γ; στην θέση 
Γα(Ε) θα Είναι η ΤΕ, και συνεχής στην θέση αυτή και εποµέ- 
γως 11μΕΣ [Γα(κ)] 5. Τ2[Γα(Ε) Ἰν οπότε και δ2ίχ) «0, όταν 
κσξ, 

Από την (2) παίρνουμε: 

Ρε[ει(κ)] τε [εν ξ) κ Εικ) ΕΕ) [δεί κ) «εἰ εξ] 

µε δ2(Χ) -ὂ, όταν χ»ξ. 
θα αναζητήσόυμε τώρα το: 11ᾳ 5: ι) τε ιτ); 

Δηλαδή θα αναζητήσουμε την παράγωγο της Εεοῇ: στην θέση 
χΞΕΕ 28) αν υπάρχει. 

Με την βοήθεια των παραπάνω έχουμε: 

Εκ σα (α))τσο[ ην (Ε} 5 [εν (κ) Έν(Ε)1 [δε (κ) «Εξ}Εν(Ε)] - 

5 (κτΕ) [ΕΙ (Ε) δι (α)2 [δε (κ) τό] ει(Θ)] - 

5 (κ ΕΙ ΠΙ(Σ) Εὸ ΓΕ (5) 19 κ: Ε) [δα (α)δς (κ) «δε (κ) (ΣΙ (Ε)) 
αδι(κ) ΓΕΓΙ(Ε)1 Αλλά όταν α-ξ, δι(κ) 0 και ὅρ(κ) 20, όπως 
εἶδαμε και προηγουμένως και επομένως: 

ο μου 


Δηλαδή υπάρχει η παράγωγος της ΈεοΒι στη θέση κ - ξε-ά) 
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και είναι πεπερασμένη. 

0 τύπος που µας δίνει την παράγωγο της σύνθετης συνάρτησης 
Ειοβι, στη θέση χ - Εξ Ε9(3) είναι σύμφωνα µε τα παραπάνω: 
(δε [εν(Ε)1) 5 εξ ζεις) (Ξ) 

Εάν οι συναρτήσεις Τι και 12 ἔχουν παραγώγους Υ κεΞί{1), 
τότε, και η σύνθετη συνάρτηση Ε - Γ198ι έχει παράγωγο 

ν χΕΦ(Ε1) και ισχύει: ϱ’ - Μέι) 1 

τσι αν Ει(κ) - κλικ και Εείκ) - ημκ η σύνθετη συνάρτηση 
{λοῦι είναι η: Εκ) - θ1[εν(κ)] - ημ(θκ7.!) 

Εάν καλέσουµε το Αχ2εκ - ἔ, θα έχουµε: 

(κ) τ Εε[ει(κ)} - εε(8) τ πμε µε ε 5 3211 

Τότε σύμφωνα µε τα προηγούμενα, η παράγωγος της {2051 5 
ως προς την µειαβλητή κ θα είναι; 

βλ) τς εδ τά) 5 (ημτ)(Ακληκ)" ς συντ(θα»1) 

5 [ἴσυν(3χ3 εκ) ](6κΑ1) - (6χε1)συν(ὁκ7.κ). 

Από το παράδειγµα αυτό γένεται φαγερό ότι ο τύπος τίθεται 
µε την εξἠς απλούστερη µορφἠ: ἓκ ” φίσς 

Δηλαδή ο τόνος σηµαίνει παράγωγος της αντίστοιχης συνάρτη- 
σης ως προς την µεταβλητή απὀ την οποία εξαρτάται η αντίσ- 
τουχη συνάρτηση. ΄Ετσι αν υπάρχουν οι προυποθέσεις,ώστε να 
έχουμε την συνάρτηση Εξ ως αήνθεση των συναρτήσεων φ,σ.ῇ 
και υπάρχουν οι προϊποθέσεις ύπαρξης παραγώγων }ὶ χΧε2(Λ) 
και είναι: Ε(2) ΞΦί2), όπου 2” α(τ), όπου ἳ ” Ν(κ}, δηλα- 
δὲ είναι: ΕΞ Μ[α(οί κ] - (φοσο) (κ), τότε θα ἐχουμεῖ 

Ες 5 Φισίκ 

Παρατήρηση: 


Εάν π Ε µε Ε - ἔκοξι έχει παράγωγο ατην θέση κ Ξ Στου πε- 
δίου ορισμού της, αυτό δεν σηµαίνει αναγκαία ότι και κάθε 
µία απὀ αυτές έχει αντίστοιχα παράγωγο στην θέση ἔ και ΕΕ) 


Μαράδειέμα: Χαν κΣ1 
Θεωρούμε την συνάρτηση { µε {(κ) -Ίρχ.3 αν κ! 


Ν. αντίστροφη συνάρτηση Ε”" αυτής είναι η: 
Ἡ κ-ἲ αν κ.2 

εσας» µ 

| -. αν κ«2 


3ἳ 
Προφανώς η ἔ στην θέση κ - ! δεν έχει παράγωγο καθώς και η 
Ε:Σ στην θέση κ - Ε{1) Ξ 2 δεν έχει επίσης παράγωγο παρόλα 


αυτά η σύνθεση αυτών {3 [ε(χ)] Ξ κ έχει παρόγωγο Ν κΕΕΒ. 


5.8. Παράγωγοι σύνθετων συναρτήσεων ({.φ αυναρτήσεις του κ) 


Ἱὸ Πεκ 7. «Ἱοφαξ]΄ το” ή 
2. [ή] »ττετ' Β. [ημε]” Ξ συνεξ᾽ 

8. [ή] " «1 κα εξ λθ  ᾱς [συν]) τς -αμεε" 
4. [αν] - αἳ΄ ο. [εφ] " σποτ 
5. [αί]΄ - αἳ Ἱπαξ΄,0 «αγ 1 πο . ον 
6. [ππει ες 





1. [ππε] «να ειπε)” 


139 [πμ  τ νπμὸ ρπμτ)/ 


14. [συν "ϱ]’ - σων” Σσυντ)” 
16. [εφε]” - νεφ" ὀτ{εφ)) 

16. [σφ'Ἡ]΄ - νσφ’ Ε[σφτ)" 

17. (1οφᾶτ)΄ - ντοφὰ  ε(1οφαΕ)΄ 


ο. οἷπε 


18. (η) (οἱ ς οἳ . Ἓφιπε!’ - ε(φιπε)' 

Οι αποδείξεις των παραπάνω ιδιοτήτων γίνονται µε βάση το θεὼ- 
ρημα παραγώγου σύνθετης συνάρτησης. 

΄Ετσι για την απόδειξη π.Χ της 18 έχουμε αν θέσουμε 

Αα) τα) ΣΔ) τότε α[κ) «εἰ 1Τ() 1) 


και µε ἐ(κ) - φίκ)Ίπ{(κ) και ΔΕ) - εἰ παίρνουμε 
ο Εμ... 

το. ΕΣ ΕΦ) Ίπε(κ))) -- εκ (φίκ) πεί κ) κ.λ.π. 
ΠΛΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


1. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 
ν τίς οἳ Ὁ 
"πΧ λημκ 


ο... Ίν. (κ) - εφ(ὀχ.2) 
Λύση: Τ. θέτουµε {κ} 5 κΖγδ και Ε(9) - 
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3 
"Αρα έχουμε τὰ «σένα 5 (ο) (1 κ)" τ εἴλα - εἲ "2κ) - 
. 2χο” 32 


Ἠ. θέτουµε Ε{α) » Ἰνκνημα και φίτ) - 1”. 
Οπότε είναι: ὁς 5 φεὲς 5 (4) (Ιπκνημκ)” - 


1ΚΛΗΚ {1 


«ο Ἴρθί -ἰ- κουνκ) - 4 1 1συνκ) 


131. θέτουµε ἐ{κ) - πμ και Ν(Ε) - Ιπὲ και έχουµε 
1 
ημκ 





Αντ Ας ντ (πε) (αμα) } συνχ 5 συνχ - σφχ. 


Ίν. θέτουµε (κ) 5Ξ 3χς2 και α(1) - εφῖ και έχουμε 


ο ρὸ ώ Ἐ μα να ὀἷηρ, ἃτια 3 
ος 5 ατῖς 5 (598) (χε) τσοντε 3 5 ουν κκδ) 


2. Να βρεθεί η παράγωγος της ΕίΧ) -ημ(κ”11). 


Λύση: θέτουµε Ε(κ) 5 φί2) - α3, όπου Σ - σ[Ε) - πμε, όπου 


ΕΞ (κ) ε κλκτν Τότει Ε(κ} - φ[ο((κ)] - [ημ(κήν]ὴ - 

- ημ) (κ2ν1). Ἡ παράγωγος θο είναι: 

Εα) τ φι σι" - 3σ συν τ(κ2ν1)΄ - 3χ1συνε (29) - 

- Άπέσυν(κ2ν1)2χ - 3ημ (τ]συν(κ111)2κ - 

8ημὲ (κ291)συν (χ2«1)2χ. - θχημ3(χή.1)συν (κ 11). 

Αντί της παραπάνω εργασίας ακολουθούµε την εξής απλούστερη. 
"Εχουμε: Ε(Χ) Ξ πμ” (1291) και θέτουµε 2 - ηµ(χ«{), τότε 
Εκ) 11)” 5 ἀσλσ' - 3ημ2 (21 [πμ(χ2« 11". θέτουμε 

κἩ «ἲ 5 ω καν έχουμε: Ε" (κ) - 3ημΣ (κ21Τ) ζημω)΄- 

5 8ημ2 (κ29 1) (συνω]ω". - Δημ” (κἍτ1]συν (κ) 1) (κ1 1 5 

5 9ημ (χ2ε1]συν (κι 1) (2) - δκημ (κ Τ]συν(κέν1), που εἰ- 
γαι προφανώς η παραπάνω εργασία συντοµευμένη, 


Ἀ. Να βρεθεί η παράγωγος της Ε(κ) -ηµ[συν(α"»1}} (υπό την 
προὐπόθεση ότι υπάρχει η παράγωγος στο 3(5)). 


Απάντηση: θέτουµε συν(κ"»1) Ξ φ και τότε: Ἐ (κ) Ξ (ημφ)΄ 5 


Ξ συνρφ’ - συν(συν(χ'»1)})(συν(χ"-«1}})᾽. θέτουµε χ'λ! -ν 
και ἔχουμε: Ε΄ (κ) - συν(ουν(κ’ 1) }(συνγ)' 5 
5 συν(συν(κ"«Τ)}{-πμΥ) γ΄ 5 ταυνίσυν(κ"Ε)λημγΥ΄ - 


5 συν(συν(κ"!)ληµίκ 1) κ" 1) 5 -Αχ]συν(συν(κ’τ!))» 


τημ(α” ντ) 
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Δ. Να βρεβούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 

ὧν εο) τα 2.90) - (δη ο πώ 5 

.. ία) - (ημκ) 

Λήση: 1. Ίος τρόπος. Η { γράφεται {(κ) Ξ ε ΠΧ και µε βάση 
την πρόταση (4) έχουµε: 

δή) τ (ΧΑ) - εἈλπα(κ1ηκ)’ - κι Ππκηκί1ηκ)) - 

Ξ κληκε1), 


2ος τρόπος. Λογαριθμούμε τα µέλη της (1) και έχουµε 


Ίπε - κΊπκ (1). Παραγωγέζουµε τα µέλη της (1) οπότε: 
(πε) 5 --ᾱ Ξ Ἰηχα! ο Ἑ κ) - εκ) (1 κ Ππκ)-- 
9 (κ) 5 κλ1α πε). 


3 
2. Είναι ϱ(α) «εἰ πλν(κ νι) 


ε απαλή νΩ)] « 
Επ ΙΙΙ αν 


(κ) Ξ 


- (1) σνπ Ίπ(κὰ «κε ντ ἓτ 2κ] 

΄0μοια µπορεί να λυθεί αν λογαριθµήσουµε τα µέλη της (2) και 
µετά παραγωγίσουµε Και τα δύο µέλη της.ισότητας που θα βρού- 
με 

3. θέτουµε ἴ(κ) - κἈ και Π συνάρτηση γίνεται: 


ε(α)ς εν (κ) τηκ (κ πακγες 


πα) τσκ 
εἳ (κ) 1η 


2 Ἀ ) 5 (ε 
ο ο ο...» 
Και επειδή ἓ (κ) - κἲ τν Ίπκ) 


Ἔχουμες Ν΄ (κ) - ακλ[κδε Εν Ίπκ] Τηκεκ”-α-] 


4. Λογαριθμούμε τα µέλη και έχουμε: 
Ίηφ - εφδχ! π(ημχ) -- (1πο)' - οδών 


δν ος 
σον ο (εφῦχ)΄Ἱπζημχ) εεφόχ Ἡμ ην (αμα) 


5 ο (κ) 5 φίκ) [ Ίνα )) Ίπημα) -εφζχσφχ] -» 


συν 
εφζκ [ 


ο] σωύ2α αὖαε Ἰπημα) -εφῆχσφχ]. 
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5. εάν Ε(ημ΄κ) - συν΄κ. Δείζετε ότι ες} - ης 
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Λύση: Παραγωγίζουµε Και τα δύο µέλη της δοσμένης σχέσης και 
έχουμε: 


[επμ2κ)] 5 (συν χ)” 5 τ) (ημ2κ) (πμ2κ) 
Ξ Τσυν ἱκίσυνκ)΄ - Ε΄ (ημ7κ)ξημχσυνκ - -Ίσυν χημα- 
528" (1μ”κ) - -Ζσυν”κ {1} 


Αν στη σχέση θέσουμε ὅπου κ --ᾱ- τότε παίρνουµε 


: : 
2ετςςξο ντ «ος το) 5 2) 





2 


να ταις 
μαμα» 


6. Δίνεται η συνάρτηση { µε Γ{α) -εκ-κ7. 
Δείξετε ὅτι ϱΕ'! - 0. 


λαής 3 1 3 «λκὰ 

Ἀήση: Είναι 5’ «ποστ (οκ-κὰ)) «ώρα οντ- - 
αμ. ες ο Επ τοσωερττα ων 
πστετ και Ε"- οσο νο. 


ασοὴ 
ο κκ κο 
ο Επ σσ αλ. 


Ξ.τζΕκτκὴ)/ξκτκξ νο η -ο, 
(2κ-κ2)/ἔκ-κΣ 












7.Εάν 5(κ) : τρμμτὰ-, δείξετε ότι: {ίᾖ-) 1} 3 
Λύση: "Έχουμε {{π.) πο 3. και Ἱ 

προχος, (αυν οκ) {1κημὲ κ)- (1 «μή κ) συνεκ. 
εί. - αμ λσς 

«ὀσυνκημκί Ἱεημὲκ) -συνεκ(2ημκσυνκ), -Ζημὲα. 
οσο ΕΕ ημέωά σος πτνηµασγε "οπότε 
ΕΣ) - . Ἴρος Ες ᾗ 31) τα-αι-φ) 58. 


5.9. Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης 


θεώρημα. - 
Θεωροῦμε την συνάρτηση Τ µε τύπο Υ - {Ε(Χ) πεδίου ορισμοί 
2{4) και οὔνολο τιμών ὄ[{}, η οποία εἴναι συνεχής και 
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γνήσια μονότονη στο 9(5]. Εάν Ε΄ εἶναι η αντιστροφή της 
Έ µε τύπο χ - Ε΄ ἳ(γ) και υπάρχει η παράγωγος της Ε στην θέ- 
ση χ - ΕΕΦ(2) και είναι διάφορη του μηδενός (δηλαδής΄ (5) 
4 0), τότε Δα υπάρχει και η παράγωγος της Ε΄ | στη θέση 

η 5 {(Ε)Ε 55) και θα ισχύει: 


ο Ἱ ας 
(ρα) στρ 


Απόδειξη: ΄Όπως ξέρουμε, από τις ιδιότητες των αντίστροφων 
συναρτήσεων, όταν ξΕ 2(5), τότε ΕίΞ)ΕΦ{Ε}, δηλαδἠ πείδίϱ) 
και αν ΛΕδΕ({), τότε Ε) {η) - ξεφί). 

Ισχύουν επομένως τα εξής: 

ψ κε βίΕ) θα είναι: Υ - Είκ)εζῦΕ) και 

ν γεσ(ε) θα είναι: τ΄ (Υ) - κεφ) 

και συνεπώς: 

επ] εξ και 

ε[ε ο] τε) 





"Ἔστω τώρα ὁτι θέλουμε να βρούµε την παράγωγο της Ε΄ στη 
θέση ν » πεῖΔίΤ) του πεδίου ορισμού της, όπου η - ΕίΞ). 
Αναζητάµε αν υπάρχει τοι ΨΙΠτ--ὔν ος) μενα) 
Επειδή κατ᾽ αρχήν υπάρχει η παράγωγος της Τ στην θέση α 5 

Ξ ΣΕ 38) και είναι χ ἔ ξ, και επειδή η Τ είναι συνεχής και 
Ὑνήσια μονότονη επί του 3(4), θα είναι και η Γ΄) συνεχής ε- 
πί του «Ά(1) και γνήσια μονότονη α᾽αυτό και μάλιστα του {- 
διου εἴδους µονοτονίας. 

Τότε όµως θα έχουµε ότι; 

ο ο. 

'ῃστε αν γη --χὁ ξ, όπου κ - ἓ (Υ) και ξ -Ε (4) 

και ακόµη ότι αν Υπ - ΕΥ) ο η) 5 κ-ε, 

Για να υπάρχεν λοιπόν το ὁριο (1), αρκεί να υπάρχει το ὁριο 





: κ 
μὲ το) σάς 
Αλλά από την υπόθεση έχουµε; 5’ (Ε) - Τ]π η 2ο 


ρρ-τ: 


[ΣΤ μΕεΧΑΕ. 





- 


Επομένως: Ἱ ῃ 
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ν ς σπιν ἃ 
Ώστε τελικά έχουμε: [πρ (η)] τσ 


Εάν τώρα η Ε έχει παράγωγο Υ κε 2ἱΕ) και µε τις παραπάνώ 
προὐποθέσεις, τότε και η Ε΄ έχει παράγυγο Υ γΕΦί{) και εσ- 


αὐειὶ { Ο) Ὁ τετ ν ΥΕ), όπου ν » τίκ) 
ποιό εὐκολα: Η παράγωγος της Γ΄ Ι(Υ) ως προς Υ είναι το αν- 
τίστροφο της παραγώγου της {{κ) ας προς κ. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 


4. Στην περίπτωση παραγώγου της αντίστροφης συνάρτησης 5} 
της συνάρτησης 8 για να υπάρχει η [Γ1(η)]΄ θα πρέπει η 5 
να είναι γνησίως αὔξουσα στην περιοχή του σηµείου Σε 5(6) 
γιατί θα υπήρχε χ µε χ ἁ ξ έται ώστε {(Χ) -τίξ). 


2. Εάν για τον υπολογισμό της παραγώγου της {} υπάρχει 
παράγωγος της { στη θέση κ - ξΕΦίΓ) και είναι Ε’(Ε) - 8, 
τότε η παράγωγος της ΓΣ στη θέση Ε(Ε) είναι άπειρη και αν 
η 5 εἶναι αὔξουσα, είναι 300, ενώ αν η { είναι φθίγουσαρεί- 
γαι -οο. 

Επίσης αν η {’{ξ) εἶναι άπειρη, τότε η παράγωγος της {; 
στην θέση Ε(Ξ) υπάρχει και είναι μηδενική. 





ΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


1. Να βρεθεί η παράγωγος της αντίατροφης συνάρτησης της { 
µε (κ) - εχ. 


Λύση: Ἡ συνάρτηση {µε Μία) Ξ ἀκ᾽ εἶναι συνεχής και παντού 
παραγωγίσιµη επί του Ἡ και η συνάρτηση παράγωγος αυτής εἰ- 
ναυτ Εκ) - Ἰ2κξ, Π οποία προφανώς εἶναι 0 στη θέσηχ - 

59 Ε 25). Ἡ αντίστροφη της Τ υπάρχει και αν ν - Αχὸ εἰ- 


ναι η κ τ Ἡ ᾗ- και η οποία δι᾽ εναλλαγής των μεταβλητών γί- 


νεταις Υ -ἠ/-ἕ-- Ἰητάµε την παράγωγο της ν «γα-- 


Για να βρούμε την παράγωγος της Μ(Χ) «ἶᾱ-Ξ ν δπλαδἠ την 
{7{ὰ}, θα βρούμε πρώτο την παράγωγο της ΕΥ) -4Υ3 που 


τν 
είναι [ε71(ν)]" - 12γ3, θα θέσουμε ὀπου } το Ἰ 4 και τοαν- 
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τίστροφο του εξαγοµένου αυτού για κ γ ῦ θα εἶναι η παράγω- 
γος Ε(κ). 


Επομένως: 0) - τρία τπτ ν κε θ(τ) -(9) 
{4 αλ. 


2. Να βρεθεί η παρᾶγωγος της συνάρτησης ἔ µε Είκ) -Ίοψλ 
µεα»θ,α κ Ί και χεΕΙ. 








Λύση: Η συνάρτηση Ε(Χ) Υ 5 Ίοφ,χ έχει, ὁπως ξέρουμε, αν- 
τίστροφο την κ - αἳ - Ε (Υ). Εἶναι δε γνωστές και οι λοι- 
πὲς Ιδιότητες τῆς. θα πρέπει τώρα η παράγωγος της 5 (Υ)- 
ς αὖ ως προς } να ισούται µε το αντίστροφο της παραγώγου 
της Γ(κ) : Ίοθιχ ως προς Χ. 





λα α ο ο ες 
πο κ} (1ου κ)’ Ξ αγ 3 αὖ]οσα 


ο | 
χΊοφα 








Επομένως: (α). 


Ίρστε (Ίοακ)΄- Ν κεΚὲ α»ῦνα ή 1. Βέβαια την παρά- 


Ύωγο της Ε(κ) -Ίοθμκ µπορούµε να βρούμε και µε ἀλλο τρὀ- 
πο ως εξἠς: 
Ἔχουμε: ΕίΧ) τ Ίσες- και επομένως: 


' ς«-1σαχ) ᾿Ίοαα-(]οᾳα) '10αχ 
σ( - ση, ο) 


Υχεβι (αγ Ίνα»). 





3» Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης Ε µε Εκ} -τοξιηπκ 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι η Υ - τοξυημκ εἶναι παντού ορισμένη 
Υ ΧΕΕ: -Ἡ ΞΧΞ1. Επίσης γνωρίζουμε, ότι είναι και η αντίσ- 


τροφη συνάρτηση της ἅ Ξ ημγ µε τσ Ξ. 5 η οποία, ὁπως 


ξέρουμε, εἶναι γνήσια αὔξουσα Και παραγωγίσιµη 
π 
ἡψε[-σ νο ην 
Νετά απὀ αυτὀ θα έχουμε: (τοξοημχ)΄ 5 οκ Ξ ΠμΥ. 


θα πρέπει η παράγωγος της ΗμΥ ως προς Υ να ισούται µε το αν- 
τίστροφο της παραγώγου της {(Χ) ως προς κ. 
1 


1 
{ποξοημκ) κ. ΊσυνΥ 0 


 συνγ 


πίστν κΕ[-ίνεη). 


Άρα: (ημγ)γ 5 (ποξ νήμα)’ 


και τελικά: (τοξοημχ)’ - 





36. 
ΝΕΘΟΑΟΣ 


Σε θέµατα στα οποία ζητείται να βρούμε την εξίσωση της 
| εφαπτοµένης µιας καμπύλης σε κάποιο σηµείο Χο Ψε ) του δια- 
[ νράµµατος της εργαζόµαστε συνήθως µε τους παρακάτω τῥό- 
πους: 


1) Αν το σηµείο (κοιγε) είναι δοσμένο και ο τύπος της { 
!. γνωστός τότε η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι Υ-Είχο) 

- 5 Γκο) (κ-κο) ὀπου {{κο) -γον και Β΄(Χε) ο παράγωγος α- 
ριθµός της Ε στη θέση κ - χε. 


14) Αν θέλουµε να υπολογίσουμε το σηµεία (Χο,Υο) πάνω στο 
διάγραµµα της { ἔτσι ώστε η εφαπτομένη σ᾽ αυτό να πληροί΄ κά- 
ποια συνθήκη π.Χ η εφαπτομένη σ᾿᾽ αυτό να είναι παράλληλη µε 
κάποια δοσµένη ευθεία ἡ κάθετη ἡ να σχηματίζει δοσµένη γω- 
νία µε τον άξονα Χ΄’χ ἡ να σχηματίζει δοσµένη γωνία µε µια 
άλλη ευθεἰα ἡ να συμπίπτει µε µια ἄλλη ευθεία κ.λὶπ., τό- 
τε απὀ τους συντελεστές διευθύνοεως Ε΄ (κο) της εφαπτοµέ- 
νης και της δοσµένης ευθείας υπολογίζουμε την :τετμημένη 

| από δε τον τύπο της Έ το Υν - Είχα). 


! 111} Ἂν θέλουμε να υπολογίσουμε σταθερές του Ἐ που υπάρ- 

χουν στον τύπο της Ε ἡ στην δοσµένη ευθεία τότε και πάλι 

γράφουμε τη σχέση μεταξύ των συντελεστών δἰευθύνσευς 

Τ) (χο) της εφαπτοµένης στο τυχαίο σηµείο (Χε,Υο) στο διό- 
γραµµα της ἔ και της δοσμένης ευθείας και σε συνέχεια λύ- 
γουµε το σήστηµα των εξισώσεων {5Χο) 5 Υο και Υ-Γ(κο) 5 

5) (χο) (κ-κο)). 


Τα θέµατα που ακολουθούν θα κάνουν ποιύ κατανοητά τα πα- 
ραπάνω. 





ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ. 
βὰμα Ἱ. Κα βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης πάνω στο διά- 
Ύραμμα της { µε Ε(κ) - χ/-κ-2 στο σηµείο (-1,0). 
Ἀπάντηση: Η εξίσωση της εφαπτοµένης έχει εξίαωση Υ-Ε(Χο) 5 
5 Τ (κο)(χ-χο) {1) όπου Γ(Χν) Ξ γι 5Ξ 0, κος -ἲ και 
βαν) 5 ε(-τ) 5 -ᾱ γιατί Ε)(ὰ) 5 2χ-]. 
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"Αρα εἶναι γ-0 5 -Δίχτ) ἒ Υ- -ὖκ-ἲ. 


θέµα 2. ᾿Εστω 6 η Υραφικἡ παράσταση της συνάρτησης ἕ µε 
ει) - κ. 
3} Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της 8 στο σηµείο 
αμα. ἡ 
13) κα βρείτε την εξίσωση της κάθετης της 6 στα σηµείο 
11) 


Ἀύση: 1) Ν εφαπτομένη στο σηµείο (1,1) έχει εξίσωση 


τή) - ΕΡΤ) (κ-Τ) όπου {1} 5Ξ 
͵ νο ᾱ 
αμ) ο δες 


Ίλρα η ζητούµενη εφαπτομένη εἶναι Υ-Ί :- (κ-Τ)ε 





και τ (1): Ονατί 





41} Γνωρίζουμε ότι όταν δύο ευθείες είναι κάθετες τότε οι 
συντελεστές διευθύνσεως τους έχουν γινόμενο -Ί και αν λι 
εἰναι ο συντελεστής διευθύνσεως της κάθετης στο (1,1) και 


Χι τ-ξ- ο συντελεστής διευθύνσεως της αφαπτοµένης σ᾿ αυτό τό- 


τε είναι λχλε 5 -Ἱ Ακ” σοι 


Επομένως η εξίσωση της κάθετης είναι: Υ-Ί --ὃ (κ-!}. 


θέμα 3. Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις Ε και 4 µε τύπους 
είκ) - υ]κ] και ο(κ) -Ίην]κ-Τ] έχουν εφαπτοµένες πάνω 
στο διάγραμμα τους στα αντίστοιχα σηµεία Χυ -Ξ Ὁ Καὶ Χο 5 
Ξ1. 





Απάντηση: Είναι ε΄(0”) - Ἡῃ ἀτος παν κω 
πα ο ο ο... 

"Αρα τα διάγραμμα της Γ δέχεται εφαπτομένη δεξιά και αρισ- 
τερά στο σηµείο (0,0) 

και είναν η κ - 0 δη- 

λαδή ο ἄξονας Υ’Υ. 

"Λρα το διάγραµµα της 

στο σηµείο (0.0) πα- τώ 
ρουσιάζει αιχμή 

(Σχήμα 8). .. δε ὃν 
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Για την ϕ έχουμε: ϱ (11) 5 1 ας ε τα Ξ 4ος 


υ λἡ 
πε σε όστις, ην 
κ. 55 σασΏῦ 
"Άρα το διάγραμμα της 4 έχει εφαπτομένη δεξιά και αριστερά 
του σηµείου (1,1) και είναι η ευθεία κ - 1, 





.-ω 





και (1) 5 1 





αλκκῖν κο 
κ... 
Να εξετάσετε αν η { έχει εφαπτομένη στη θέση χι -0. 


θέµα 4. Αίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - | 


Λάση: Αν υπάρχει εφαπτομένη στο σηµείο χο Ξ Ὁ θα έχει εξί- 
σωση Υ-Ε(0) 5 ϱ’(0)(κ-0) 


Είναι όμως: ϱ’(0)) - 18, Σας. 


Ξ-ι 





ο 


κκ») 
ἀκλΣκ1 


και Ρ{0 0} - Ἱἷα Ἀ καν 





και επειδή Μ΄ {0} α Ρ"(0] η {δεν έχει παράγωγο στη θέση 
Χο 5 Ὁ επομένως δεν έχει εφαπτομένη στο σηµείο αυτό, 

Ἀλλά επειδἠ οι πλευρικές παράγωγοι στο σηµείο χο -Ὁ είναι 
πεπερασµένες η { έχει στὸ σηµείο κο - 0 ημιεφαπτόµενες αρι- 
στερά και δεξιά και ἔχουν εξισώσεις αντίστοιχα 

Υπ 5 (κ-0) ο Υ-κ- Ί και Υ-Ί 5 -(χ-θ) 9 γεκ 5 1 


Θέμα 5. Δείξετε ὅτι η εξίσωση της εφαπτοµένης του διαγράµ- 
µατος της Ε µε Ε{Χχ) - συν2νκ στο σηµείο χι - ἢΠ είναι 
Αγ - 1, 

Λύση: Ἡ εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (Χο, Είκο)) του 

διαγράμματος της { εἶναι: Υ-Είχο) - Ε(χο)(χ-κο) ἡ 

στι ς το) α-ο). 

Άυκεί επομένως να υπολογίσουμε την παράγωγο Γ΄ (χο). 

«ιο Σ τα συν λατ 





Είναι { {0} - Τα 
κα πμ Ἡ Μα ο τμ πμ Όντας 


κο ο 
Ἆρα η Μξιδραή της εφαπτοµένης στο σηµείο κα - 0 είναι 
γτ 5 τ(ακ-0) «- κ.γ - 1. 


θέμα δ. Θεωρούμε την συνάρτηση { µε Ε(Χ) - 3χξ, 
α. Να βρείτε σε ποιό σηµείο του διαγράµµατος της { η Εφα- 
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πτομένη έχει συντελεστή διεύθυνσης λ -Ί. 

β. Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον άξονα 
αχ. 

Υ. Σε ποιὀ σηµείο η εφαπτομένη τέμνει τον άξονα χ'χ υπό 
γωνία φ - 305. 

δ. Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη είναι παράλληλη µε την ευ- 
θεία ν - ὰκ. 

Ε. ΣΕ ποιό σηµείω η εφαπτομένη εἶναι κάθετη στην ευθεία 
ἃκ-ΖγεΙ - 0. 

στ. Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη περνά απὀ τα σηµείο 
ο(ο,0) 

ζ) Σε ποιὀ σηµείθ η εφαπτοµέγη περνά απὀ το σηµείο 
μτ,1). 

η) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη τέµγει τον ἄξονα γ΄γ στο 
σηµείο Μ.(0,-2). 


Λάση: ᾱ- Γνωρίζουμε ότι ο συντελεατής διεύθυνσης της εφαπτο- 
µένης της Τ στο σηµείο (Χο, Ε(Χ9)} εἶναι λ- Ε΄ (χο). 
΄Εχουμε: Τ' (κ) Ξ 6κ και στη θέση κ Ξ κο είναι Ε΄ (Χο) Ξ θχο 





στε θχο- 1 3 κο .σ 


Το ζητούμενο επομένως σηµείο είναι (Χο, Γ(Χν)} 5 ᾗν ).) 


Β. Γνωρίζουμε ότι το σηµείο Χα στο οποίο Π εφαπτομένη εἶναι 
παράλληλη µε τον άξονα Χ’χ θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 0 
"ρα Γ΄ (χο) 5 Ὁ -- δχο -  -- κος ὃ και επομένως το ζη- 
τούµενο σηµείο είναι το (0,0). 


Ὑ- Αν π εφαπτομένη τέμνει τον άξονα χ΄'κ υπό γωνία ω τότεο 
συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης εἶναι λ - εφω. 


Δηλαδή Γ΄ (Χο) 5 εφθ0” 99 χο «χο 1 και το ζη- 
/3 1 


τούµενο σηµείο είναι το ({ῷ ο -:6:) 


δ. Ἡ εφαπτομένη στο (κοι{{κο)) καὶ η ευθεία Υ -ὃκ έχουν τον 


ἔδιο συντελεστή διεύβυνσης αφού θα είναι παράλληλες. 


"Αρα Ε΄ [κο) - 3 «-θκι - 3 «Ὁ κι .4 


και επομένως το ζητούμενο σηµείο είναι το (/, ὁ | 
4 
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ε. Ἡ ευθεία 2χ-2Υ-!Ι - 0 έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 
.ἲ 





"Αρα πρέπει Ε΄ (κε) --- -Ι -- δχο ὃ-- -ἲ 9 κα 





Και το ζητούμενο σηµείο είναι (51: -γ). 


σε. Τια να διέρχεται η εφαπτομένη απὀ την αρχή των αξόνων 
πρέπει οι συντεταγμένες του σηµείου (0.0) γα επαληθεύουν 
την εξίσωση της εφαπτοµένης που είναι 

γ-{(Χο) 5) (Χο) (κ-κο). 

"Άρα έχουµε: 0-δκξ - θκο(0-χο)-- ἀχό-θαί -ο5 

«» -Οχᾷ «0» Χο” 0 καν το ζητούμενο σηµείο είναι τα 
(εν ε(κο)) - (0,0) 

ζ. Για να περνά η εφαπτομένη απὀ το σηµείο Μ{{,1} πρέπει οι 
συντεταγμένες του Μ να επαληθεύουν την εξίσωση 

γ-ίκο) 5 Ε (Χο) (Χ-κο). δηλαδή 

1. 4κὲ ς θχο(1-χε) -- Ακῇ-όχεη «9 -- κο» οῃοι κε -ἳ τί 


Ὑπάρχουν επομένως δύο εφαπτόµενες στα σηµεία 
αι δν ει δν ος γὸν ες ὃφς 





εεεὃτ 


η. Για γα τέμνει η εφαπτομένη τον άξονα Υ᾿Υ στο σημείο 
Μ1{0,-2) πρέπει οι συντεταγμένες του Μ να επαληθεύουν την 
εξίσωση: Υ-Είκο) - Ε΄ (χε)(κ-χε). Δηλαδή: 


«-Δκὲ - θκι(θ-χε) -- Ξχί-2 50 5 αἱ σ κο - 3 - 


"Άρα υπάρχουν δύο σηµεία πάνω στο διάγραµµα της Ε τα 


σα κ ο ε-- 
Δέμα 7. Δίνεται η συνάρτηση { µε {{κ) "1. 


Κα βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης {ε) στο σηµείο 
(καν Είκς)). Σε συνέχεια να βρείτε το εμβαδόν του τριγά- 
γου που σχηματίζεται απὀ τους άξονες Οχ,ΌΥ και απὀ την 
{ε). 
Λάση: Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (χε, Ε(κν)) του 
διαγράµµατος της { έχει εξίσωση: 


γ-ε(κο) 5 Ε΄ (αο)(α-κο) (1) ὅπου Ε[κο) τν και Ρίκο)» 
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Δηλαδή: Υ- ντ τς ἐκ-κο) (2) γ- -ᾱ κ- 








ας 
Ἡ (2) τέμνει τον άξονα Οκ στο σηµείο Α µε τεταγµένη Υ -0 
ἄρα στο σηµείο Α(2χηι0) και τον άξονα ΟΥ στο σηµείο ὃ µε 
2 
σεν 
αν Ίκο οὁ 
Επομένως το εμβαδόν ἕ του τριγώνου 0ΛΒ είναι Ε ο 
μονάδες μέτρησης. 


τετµηµένη κ - Ὁ ρα στο Β{0 





θέµα 8. "Εστω β η γραφική παράσταση της { µε Ε(Χ) 5 κ. 
Να Βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της 6 στο σηµείο 
(κο, Τ(κο)) οι οποίες συμπίπτουν µε την ευθεία Υ -Ἀχνί. 
Να δειχτεἰ ακόµη ότι οι εφαπτόµενες τέμνονται σ᾿ένα ση- 
µείο του άξονα γ΄}. 


Λύση: Ἡ εξίσωση της εφαπτόµενης της Τ στο σηµείο (Χν»Ε(χο)) 
είναι Υ:Γίκο) τ Εξ (κο)(κ-κο) τν Υ-κό-2 - 2κοίκ-κο) {1} 
γιατί είναι Είκο) - κᾖ-ξ καν Ε΄ (κο) - ὂχο. 

Για να ταυτίζεται η [1) και η Υ 5 λχὰ1 πρέπει 


ἐκ 


τδα κ 1 


λ 


λ 5 Σχι κ» { 3 2χο λα 
ση κάτ τι αν ὁ ο ρε 





᾿λρα οι εξισώσεις εἶναι: Υ - 2κεῖ και Υ - "Έκεῖ και τέµνουν 
τον άξονα Υ᾿Υ στο σηµείο (0.1). 


θέµα 9. Εάν Λί1.2) και Β(3.10) είναι δύο σηµεία της γραφι- 
κής παράστασης 6 της { µε Ε(Χ) - χ΄»! να βρεθεί σηµείο 
Ἠέχο,γο) της 8 τέτοιο ώστε η εφαπτομένη σ᾿αυτό να εἶναι 
παράλληλη προς την ΛΒ. 


λύση: θα πρέπει ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης 
στο Μ να Είναι ἴσος µε τον συντελεστή διεύθυνσης Δι της 


ο γεγας 10 
χρ-χι  ἃ-ἳ ἲ 


᾿λρα Όχι - 4 9ο κι Ξ ξ- Επομένως το σηµείο Μ(χο,γα) είναι 
το Μ(2,5). 





ΑΡ, Είναι Ε΄ (κο) 5 Έκο και Ἆρρ 


θέμα 10. ΄Εστω οι συναρτήσεις ἔ και 9 µε Ε(Χχ) -αχ-βχε2 και 
κ-ι 


σ(κ) - «Κα προσδιοριστούν τα α,β έτσι ώστε οἱ γραφι- 





ο 


κὲς τους παραστάσεις να έχουν κοινή εφαπτομένη στο σηµείο 


κο 5 Ἱ. 


Λύση: θα πρέπει οι εφαπτόµενες των { και α να συμπίπτουν 
στο σηµείο χο 51. 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της { στο σηµείο χι -ἶ είναι: 
(ες ντε) τε) {κ-τ) 5 Υς(αιβε2) - (2α.β)(α-1)- 
-ο(ε): (2α.β]κ-γ-α.2 - 0. 

Και η εξίσωση της εφαπτοµένης της 9 στο σηµείο Χο - 1 είναι: 
(εντ ντος) το (1) (κ-τ)  γ-ο Ξ Ί(κ-) 9 (ει): κ»γ-τ 5ο 





(γνατί ο (κ) 95 α΄(1) -Ξ 1) 





"ρα επειδή {ε) Ξ (ει) » 258 - «» 
2α1β 5Ξ 1 85 -» 
-ἱ α-ξ- | α- 


θέµα 11. θεωρούμε την συνάρτηση { µε Είκ) - αἲία»0). 
Να βρείτε για ποιές τιµές του α υπάρχει εφαπτόµενη της { 
παράλληλη προς την πρὠτη διχοτόµο των αξόνων ἡ και να συµ- 
πίπτε: προς αυτή- 


λύση:Η. εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (Σ.{{Ε)} της { είναι: 
γ-εξ) 5 ε)(Ε)(ὰ-Σ). Αλλά {(Σ) « αἳ και Ε/{Ε) - αὖ Ἱ πα και 
Επομένως για να είναι η εφαπτόµενη παράλληλη προς την πρώ- 
τη διχοτόµο της οποίας η εξίσωση είναι Υ -Χ µε συντελεστή 
διεύθυνσης ΔΙ -Ί, θα πρέπει Τ'(Ε) -Ἰ--αξ]πα - 1. 

Παρατηρούμε ὁτι υπάρχουν απειράριθµα ζεύγη τιμών των α,ξ 
για τα οποία η εφαπτόµενη της Ε είναι παράλληλη της Υ -Χ. 
εάν ξ- 8, τότε Ἱπα 1, ρα α Ξ 9 και επομένως η εφαπτό- 
µενη στο σηµείο (0,5(0)) της Ε(ὰ) Ξ ο, δηλαδή στο σηµείο 
(6,1) της ΕίΧ) - ο είναι παράλληλη της Υ Ξχ. 
Για να αυμµπίπτει η εφαπτόµεγη της Εκ) - αἲ, µε την Υ -Χ, 
θα πρέπει η εξίσωση Υ -αἵ - αξ(]πα)(κ-ξ) να ταυτίζεται µε 
την ΥΣ κ. 
θα πρέπει να έχουµε το σύστημα: 

{α πα -ἲ 

)αἳ ξαζΊ πα - ὓ µε α) {0 και α»0 
Από την πρώτη εξίσωση παίρνουµε: ΣΙ πα» 1 Λ(Ίπα) - 0 και α- 
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πὀ την δεύτερη Ε]πα - Ἰ. Τελικά βρίσκουμε: 


Ἱπ(Ἴπα) - -ἲ 5 Ίπα- ο | α- ο. | 


θέµα 12. Βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κάκλου 


: γψ. 
κλνγ” 5 Β:, της έλλειψης ὃν εὓς 51 της υπερβολής 





ατ αν . Ξ Ί και της παραβολής γ΄ - 2ᾳχ στο σηµείο Μίχι γι} 
Λόση: α) Απὶ την κ2τγΣ - Κὲ9 2κεξγγ’ - 0 και επομένως 
σἰττ γ ἰν ή 0), 0 συντελεστής διεύθυνσης της εφατιόµενης 
του Κύκλου στο σηµείο Μίὰι,Υι) θα είναι συνεπύς: λ- - .. 
Γνωρίζουμε ὅτι Π εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (ξ, 
{{Ε)} είναι: γ-ε(Ε) ς ΕΕ) (κ-ξ). 
Στην περἰπτωσή µας θα έχουμε: {(χι) 5 γι και ΕΕ) Ξλ- 
ποτ Ύὰ και επομένως: 
Ύχα στα Οτκα) 5) γγιτχτ τ τακκνκξ ο κκντγγν τ 
- κ{γξ τη. 
Δηλαδή η εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου κζνγ2 - Β στο 


σηµείο Μίκι,γι) αυτού δίνεται απὀ τον τύπο κΧιήγγι -Β5. 


ἔταν θγν τν βςς δν 


αν. 2 
Β) Απότην ὅτε χε - δ: 


Β α 
ως οβοὰ ο : 
5) στα γ (9 4 0) καὶ συνεπώς ο συντελεστής διεύθυν- 
σης της εφαπτόµενης της ἑλλειψης στο σηµείο ΜίχΧι,γι) θα εἰ- 
εμας αι 
γαι λ η 
Μετά από αυτό η εξίσωση της εφαπτόµενης όπως και προηγουµέ- 
, βὲ κι 
είναι: γ.γ, - - κ- 
νος εἶναι: γ.γ στα κ (α-κι) 
Ἀπὸ αυτήν παίρνουμε διαδοχικά: 
για” -αἅγῖ - "Βὔκκιβ) κ 5 βλκκιταένγι τ βλχέταἑντ-» 
εξ. ψ 
παλ ρντ ας κ ἒν τ 1. να 
΄4στε η εξίσωση της εφαπτοµένης της ἑλλειθης μ2 Ἡ ᾗλ Ἡ 


στο σηµείο Μίκινγι) αυτής δίνεται απὀ τον τύπο: 


κ, 
ενα 
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ἳ ᾱὲ 
Υ) Για την υπερβολή -ᾱν - ᾖτ5 Ἱ. Βρίσκουµε όμοια όπως πα- 


ραπάνω ὁτι ο τύπος της εφαπτοµένης στο σηµείο Μίκι,γι) αυ- 
τής εἶναι: ἂπγ Τε 1 
δ) Για την παραβολή ΥΣ - ὂρκ βρίσκουμε: ΥΥα -ρί(χακι) 


θέµα 13. ΄Εστω σηµείο Μίχο,Υο} του διαγρᾶμµατος της συνάρ- 
| τησης { µε Είκ) - κ᾿. όπου νΕΒ, Υποθέτουμε χο 20.Να βρε- 
| Θεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της 5 στα Ν. Εάν µη προβο- 
Ἡ. ἠ του Ἡ στον άξονα των Υ και Τη ποµἠ της εφαπτόµενης 


οἳ 





5. Ί-ν 





| στο Ἡ µε τον άξονα των γ, να δειχτεί ότι: -- 
µ 

! 

|. (0 π αρχή των αυντεταγμέγων]. Να υπολογιστεί στη συνέχεια 

| ο ν. Ύια γα εἶναι το 9 το μέσο του μτ. 


Λύση: 0 συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτόµενης στο σηµείο 


Η(κοιΥα) εἶναι Ε΄ (Χο). γ 

Εχουμε Ε΄" (κ) - υχὴὰ α 
και επομένως: 

Ε(κο) τν. 
Η εξίσωση της εφαπτό- 
µενης είναι: 

Ψπ το) 5 (χο) (κ-κο) 
και συνεπώς: 

γ-νο - νκὶ κχεκ τν - νκὶ χ-ν 








.1γο 

και επειδή χὺ - γο, θα έχουμε τελικά: Υ -υκὺ χε(1-ν)γο 
(1) 

Από την (1) για κ 


ϱ θα πάρουμε την τεταγµένη του σηµείου Τ 


Βρίσκουμε: γ, -{1-ν)γι-νὅα. - Ί-ν και επομένως: ο] - 1-ν. 
τ ο σι 

Για να είναι το Ώ µέσο του μτ, 8α πρέπει: 

Ο ς -Η και ουνελύς Ί-νΞ Ἱ--ν 2. 

0μ 


Ἀυτό σηµαίγει ότι µόνο για την παραβολή Υ -Ε(χ) Ξκὸτοο 


εἶναι µέσον του µΤ. 
ΆΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Κα βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης στο διάγραµµα της { 
µε Εκ} 5 ΙΧ) (κΚΤ) στο σηµείο χι - 0 


2. 


2α.ἱ 


. 
διάγραμμα Ε της {µε Είκ) - 55: 24Χ-2 στο σηµείο (1 


3, 


ω, 


3 
Δίνεται η συνάρτηση Ἡ µε Τ(Χ) ς λεσα ., Να προσδιορι- 


στούν τα α»βΕΒ ὡστε το διάγραµµα της Τ γα περνά απὀ το 
σηµείο (0,0) και η εφαπτομένη στο σηµείο µε τετµηµένη 


χε τ -Έ να είναι παρόλληλη µε τον άξονα Χ’Χ., 
Να βρεθεί η εξίσωση της εφοπτοµένης και της κάθετης στο 





1 
τ) 





Δίνεται η συνάρτηση { µε ΕίΧ) - αχ΄αβχ»γ. 

Ἡ) Να βρεθούν τα α,Β,ΥΕἩ ώστε η καμπύλη 6ι να περνά α- 
πὀ το σηµείο Αί1,1) και η ευθεία ΧΗΥ4Ί - Ώ να εφάπτεται 
στο διάγραµµα της { στο σηµείο µε τετµηµένη Χυ Ξ -ᾱ. 
14) Να βρεθεί η εφακτόµενη της 6; που εἶναι παράλληλη µε 
την ευθεία χ-4γ - 0. 

14) Να κατασκευαστεί η καμπύλη {2 µε εξίσωση 





οἱκ) --Ἠδιῆ ἔτοι ὡστε να ἔχει ασύμπτώτη τον άξονα οκ 
καὶ την ευθείᾳ χ»γἠ - 0 εφαπτομένη στο σηµείο χο - -Ί. 


1ν) Να εξετάσετε αν η 6; περνά από το σηµείο Ά και ναβρε- 
Βούν τότε οι εφαπτόµενες των Εν, ἓρ στο Α. 


«Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(κ) «κ καὶ ἑστω ότι η εφαπ- 


τοµένη στο σηµείο Η(χο.γο) τέμνει τον κ᾿κ και Υ΄Υ στα 
σηµεία Α και Β αντίστοιχα. 

“Εστω ακόµη Γ το σηµείο τοµής της κάθετης στο Μ και τον 
ἄξονα Υ΄γ. Να βρεθεί ο Υ. τόπος που γράφει το µέσο Ρτου 
τμήματος ΑΒ όταν το Μ κινείται πάνω στην {. 

Να βρεθεί το εμβαδό του τριγώνου που σχηματίζεται απότις 
κάθετες στο διάγραµµα της 5 µε {(Χ) : κζ-άχαδ και της ευ- 
θείας κ-γ»] Ξ 0. 


Δείξετε ότι οι κάθετες της παραβολής Ε(Χ) -χί-χε] σια 








σηµεία χο - θ, χι - 
διο σηµείο. 
Δένεται η συνάρτηση { µε {ἰΧ) 


και κ; τ- διέρχονται από το {- 


χ:-|2χ-1]. Να βρεθεί η 
εφαπτομένη της Ε στο σηµείο κο ----. 

΄Εστω η συνάρτηση Ε µε Γκ) -κὀγκκελ. Να βρεθούν τα α, 
βε Ἡ ώστε η ευθεία Υ - ακ να εφάπτεται στο διάγραµµα της 
Έ στο σηµείο Μ(1,2) αυτής και ο αυντελεστής κλίσεως της 
γ΄ 5 ακ να εἶναι 4. 
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9, "Εστω ου συναρτήσεις ἔ µε Ε(κ) -κχ”νλκεή και 6 µε α(κ)- 
κ-3 
εστι] 

παραστάσεις να έχουν κοινή εφαπτομένη στο σηµείο ξ- 1. 





Να προσδιοριστούν τα κ,λΕΕ ώστε οι γραφικές τους 





10. Δίνεται η συνάρτηση { µε Μ(ὰ) τ-ξ/Σ5-κ7. Να βρεθεί η 


Εξίσωση της εφαπτοµένης στο διάγραµµα Ὁ της ἔ που σχη- 


µατίζει µε τον άξονα ΄κ γωνία -δ-. 


11. Έστω η συνάρτηση ἔ µε Ε(Χ) - αχ’ νβκέεγχαδ. 
Να προσδιοριατούν τα α,β.Υ,δΕΏ ώστε η γραφική παράστα- 
ση της Ε να περνά από τα σηµεία Αί0,-3) και Βί2,0) και 
οι εφαπτόµενες σ᾽ αυτά να έχουν κλίσεις αντίστοιχα 3 και 
2. 


12. Δίνονται οι συναρτήσεις Γ και 9 µε Γ(Χ) - Χ(Χ-1)(κ-2). 
εεε(κ-ν) καν ο(α) 5 Χίκ- τει (κσν) (κσν- λε ν εν”. 
Δείξετε ότι έχουν κοινή εφαπτομένη σε κάποιο απύ τακοι- 
νά σηµεία τους. 

Αχ 

Ταχ 

Να βρεθεἰ η αναγκαία και ικαγή συνθήκη ώστε οι εφαπτό- 

µενες στα σηµεία µε τετµηµένες ΞΧε, ΈΧι µε Χο { ΕΧ1 

είναι παράλληλες. 


13. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Είὰ) - 


14. Δίνεται η συνάρτηση { µε Μ(Χ) 5 κ;»2. Δείξετε ότι η κά- 
ϐετη στο διάγραµµα της Ρ µε τετµηµένη κ 5 6»0 σχηµατί- 
ζει µε τους άξονες τρίγωνο µε εμβαδό αία’ν ᾗἩ }”. 


18. Έστω η συνάρτηση Ἐ µε Εκ) -(3-χ)ήχ. Ια βρεθεί η εξί- 
οωση της εφαπτοµένης στο σηµείο Χυ - 3 και να υπολογισ- 
τεί η γωνία που σχηματίζει αυτή µε τον άξονα χ᾿κ. 


ΚΕΘΟΔΟΣ 


| Σε προβλήματα στα οποία θέλουµε να βρούμε την παράγωγο 
/. µιας συνάρτησης Τ εργαζόµαστε µε τοις παρακάτω τρόπους. 


[ 1) Αν ζητείται η παράγωγος στο αηµείο χο σ. συσσωρεύσεως 
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του πεδίου ορισμού της Ε και εσωτερικό του 3/5) τότε ἡ 
βρίσκουµε τον παράγωγο αριθµό µε τον ορισμό ἡ βρίσκουμε 
την παράγωγο της Ε µε την Χρήση των ιδιοτήτων και στη σχἑ- 
ση που βρίσκουμε θέτουµε ὁὀπου Χ το Χο. 


11) Ἀν το κοξ3({) και είναι ἄκρο κάποιου διαστήματος του 
94) ἡ εἶναι σηµείο ένωσης δύο διαστημάτων του 31) τό- 
τε πάντοτε βρίσκουµε τις πλευρικές παραγώγους ατο Χο και 
µόνο µε τον ορισμό. 


111} Αν ζητείται να βρεθεί η παράγωγος της Ἐ στο τυχαίο 
σηµείο ΧεςΞΦ(Ε) τότε εφαρμόζουμε τις ιδιότητες των παρα- 
γώγων ἡ αν αυτό δεν εἶναι δυνατό µετασχηματίζουμε τον τύ- 
πο της Γ κατάλληλα ώστε να του δώσουμε µια οπὀ τις µορ- 


Ε(α)-ε(κο). ῃ Μίανη) τα). 
χ-χο β 


των µελών δημιουργείται η παράγωγος της { στο ἑνα µέλος 
και μένει να υπολογιστεί το ὁριο του άλλου μέλους. 

Πολλὲς φορές αν ο τύπος της { μετατρέπει το ἀθροισµα δύο 
μεταβλητών σε κάτι άλλο τότε κάνουμε σπ᾿ ευθείας χρήση του 


Γπόπου Ε΄ (ὰ) - 1 ΣΣΛΝ) ΓΗΣ) παραγωγίζουµε τα µέλη 


της δοσμένης σχέσης. 


φὲς οπότε αν πάρουμε τα όρια 





ΆΥΜΕΑΑ ΘΕΜΑΤΑ 


βέμα.Ἱ. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) Ξ χ)-χ2-2χεδ. 
κα εξετάσετε αν η { παραγωγίζεται στην θέση ἕ- 1. 

Λύση: Ίος τρόπος µε τον ορισμό. 

Είναι {1 ες ΓΣΠ - 


τἍκνβτ 1 κ 111214 





1 
η -τ) (2 κκκΕ)τ(κς κε Ώ τετ Οι, 


.. χ-η 
Ξ Ἠπ[κλνκκ ίσα 0-2] τ ττν 
"Άρα υπάρχει η παράγωγος στη θέση ἔ - Ἰ και είναι ΕΠ) 5-1 


Ζος τρόπος µε ιδιότητες. 

Επειδή το σηµείο είναι εσωτερικὀ σηµείο του 3(Ε) βρίσκου- 
µε την παράγωγο. της { κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων και ἑ- 
χουμε: Γ΄" (κ) - 3χἱ-2κ-ξ (1) και αν θέσουµε στα µέλη της (1) 


όπου κ Ἰ ἔχουμε Ε΄(1) 5 ὅ-4 - -Ί. ΄ 
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θέµα 3. Δίνεται Ἡ συνάρτηση {µε Ε(κ) - οἱ”! '2 


Κα βρείτε αν υπάρχει η παράγωγος της στη θέση ξ -Ι. 


Λήση: Γράφουμε την Ἐ µε πολλαπλό τύπο 
1) Αν ΧΣΤ ο Εκ) - οἳ 1 ς οἳ”) 


11} Αν κ! τα) ς απ 12 - ασ 
οὖν χει 

Δηλαδή: ία) 5 η 
αρα] 


µε πεδίο ορισμού το 3/8) - ([-ὔο,1} ὐ [1,εου). 

Επειδή δε το σηµείο ξ - Ί εἶναι σηµείο ένωσης του 3{5) θα 
Βρούμε πλευρικές παρογώγους της { στο σηµείο 1 µε τον ορισ- 
μό, 


Είναι: Ε΄!) - μα οο-το Ξ 1 
1]. εξ 





-ἲ 
τϱἳ γιατί 1η "ροτ- τ 1. και 


βία) -ε(1) ο 9 ος πώς 
πηνο  δΙπρ μς ππρῃ τν 


-α 








ας Τα 


σίκ-τ) 
πα πνκαησ Ημετε με 

Επειδή δε εἶναι Ε΄ (13}  Τ΄{1} η Ε δεν παραγωγίζεται στην 
θέση Εξ]. 





θέμα 3. “Εστω η συνάρτηση { µε {Ε(Χ) - κ[κ] {όπου [χ] - ακὲ- 
ραιο µέρος του χγ. Να εξετάπετε αν έχει παράγωγο στην θὲ- 
ση ΕΞ 0. 

Λύση: Επειδή 0Ε({-1,1} Θα βρούμε πλευρικές παραγώγους στο 

σηµεία ξ-0. Ἱ 

Ενα: Πο) - ας ΕΝ Ο) . Πα αἰκ]-9 εκ Ε] το 


γιατί Υ χεΗ: Όσκς 1 






και ε΄ (0) 5 1 κ ὃ αδες 1 [χ] « 
γιατί ν χΕΗ: -"σχ«υ 9 [κ] - -ι 


"Άρα η Τ δεν έχει παράγωγο στην θέση ξ- 0. 


θέμα 4. Αίνεται π συνάρτηση Γ µε τήπο 
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πο ο 
κε κεο 
Να εξετάσετε αν έχει παράγωγο στη θέση ξ - 0. 
Λάση: Η ἔ έχει πεδίο ορισμού το 315) -{-οο,θ] ῦ (0,10) 
και επειδή το σηµείο μηδέν εἶναι σηµείο ένωσης του 31) θα 
βρούμε τις πλευρικές παράγωγους στο σηµείο ξ 5-0. 


1 
χλ(4μσυν -- )-Ό 
Είναι Ε’ (03) 5 ΤΠ κ 





5 2 1 
5 Ἰηκ”(άνσυν ας) 5 





μμ ᾱ 

ο ζμκα ον δω ο χοε 

«Τμμ2 (14/1 συν Ἡ |) « ο] νηκ" «0 ε (ο -ο 
ος. αδ.- 

ο ο. 


"ρα η Ἐ ἔχει παράγωγο στην θέση ξ- 0 


θέµα 5. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους Γ(ὰ) -|χ”-χ| και 
σ(κ) - αἹπίσυνχ,ημχ) µε (4) -[π, π/2]. 
κα εξετάσετε αν εἶναι παραγωγίσιµες σε όλο το πεδίω ορισ- 
μοῦ τους. 


Λύση: Ἡ ἓ έχει πολλαπλό τύπο και είναι: 
κδ-χ, κΣ{ἡ -Ίσκςο 


ΕΚ) Ένκδεκν οσκ «1 ἡ κ «-ὶ 


"χει δε 3(Η) -(--1) 0 {10} υ [0,1) ὐ [1 ντου } 

Προφανώς η Τ εἶναι παραγωγίσιµη σε Κάθε ἑνα από τα διαστήµα- 
τα {-οο,-1)υ (0,1) αντίστοιχα (-],0) ω (Ίνκα) και η παράγω- 
γός της είναι Ε᾽(Χχ) - -Βα'«Ί αντίστοιχα Ε (κ) - δχ"-]. 

Μένει επομένως να δούµε αν παραγωψέζεται στα σηµεία -1,01 
και επειδή είναι σηµεία ένωσης του 34) θα βρούμε πλευρι- 
κὲς παραγώγους σ᾿ αυτά. 


ο ο ο μα. 


καν κ λατ 


κκ) (κε) (κλε λος 
κα . 





"Ἆρα η Ἐ δεν έχει παράγωγο στην θέση -ἵ. 


: 
Ὅμοια Μ΄ (0) τς τας αλ.ὃ 


ο... 





Στο} 5 
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"Άρα η Ε δεν έχει παράγωγο και στη θέση 0. 


14. ο αλι Κλτκι ας 2 κ 
Επίσης Γ/ 1} Τσ πε (κ) («ή Ώ) 4 


δαχ 


κα τν -αδπκ (κ 1) (κ7 κ) Ξ-ᾱ 





ε() - Ίλ- 
Συνεπώς η Ἔ δεν έχει παράγωγο και στη θέση 1. 


0 εὖπος της 4 είναι: 6(ὰ «-μᾶ5αυνὰ- |ημα-σύνκ| εαι αν 





ἡμκ τσυνα 5 κε [-,Ἡ] 5 Ε(Χ) 5 ουνκ αν δε 
πμκ«συνχ 3 χε[ο,-ς) 3 Γὰ) - ἡμκ, 


ημκ, Οσκ« τη 
"Άρα η α(κ) - 
π π 
ουκ, ὅ κς-σ 
Προφανώς η 4 είναι παραγωγίσιµη σε κάθε ἑνα απὀ τα διαστ- 
µατα [0, π-) και (-π-, -7-] και η παράγωγος της είναι 
ᾳ΄ (κ) - συνχ αντίστοιχα ϱ᾽(Χὴ - -ημχ. 


Νένει επομένως να δούµε αν η 4 παραγωγίζεται στη θέα -ᾖ- 


άρα θα βρούμε τις πλευρικές παρανώγους στο -ς - 


Είναι τσ. ) 



















κ πι. ᾱ 
Δσυνί πμ ) 
ο 
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"Δρα η 6 δεν παραγωγίζεται στη θέση κ -τ-- 


Θέμα 6. Αίνεται η συνεχἠς συνάρτηση ο(χ) µε σία) 60. 
Δείξετε ὅτι η συνάρτηση { µε Εκ) - Ικ-α[ο(κ). 
Λεν παραγωγίέζεται στην θέση κ Ξ- αεξ. 


Λύση: Η ἓ γράφεται µε πολλαπλό τύπο ως εξής: 

(κ-α)θίχ), χᾶα 
ανν ον. κ«α 
και έχει πεδίο ορισμού το 55) -(-σρια) ὕ [αμκο). 
Επειδή το σηµείο κ - α είναι σηµείο ένωσης του 3/5) θα βρού- 
µε τις πλευρικές παραγώγους στο σηµείο χ - α. 
Είναι τ΄ (αἲ) ς τα αλα εα)ττία) ον 11η αμ Ὅο. 


5 Ἱπα(Χ) - θία) γνατἰ η 7 είναι συνεχἠς επομένως ισχύει 
Ἰΐπα(κ) - φ(α) 
και βία} - Ίμα Σο) ία). Ξ 11 5 αλα « 


5 τ1ηπο(κ) - τφία). 
Επειδή δε Ε΄ (α’) ἡ Ε’(α”) συμπεραίνουμε ότι η Ε δεν έχει πα- 
ράγωγο στην θέση χ - α. 


θέµα 7. Δίνεται η συνάρτηση { µε 
Σαχ (χ,χ” κ}, αχ ε(-οο 0) 

σα ὑπ υμώως κε[ο,κο} 

Να βρεθεί η παράγωγας συνάρτηση της Γ. 
Λύση: Αν εἶναι κ «0-3 χ2 » ὓ και κ΄ «0 οπότε πακίχ,κέ,κ”} - 
: κξ, Αν είναι θ εκ «1 «κοκὸςκὃ οπότε πἱπίκ,χ) κ) - κὶ 
και αν είναι χα! κ σκέοκ -- πἰπίκ,κΆλκ τσκ 
κὶ, κε 
χῑ σαχ ς 1! 

χ, Ίςκ 
και έχει πεδίο ορισμού το (3) - {-0ο.0) ὐ [ὸ,1) ὐ [{.1οο ) 
Είναι δε παραγωγίσιµη σε κάθε ένα απὀ τα ανουχτἀ διαστήµα- 


"ρα η Ε γράφεται: ΕἰΧ) 5 


τα (-οο,0), (0,1), (1,1) µε παραγώγους αντίστοιχα 
β) (κ) 5 κ, (κ) 5 ὀκ2, ΡΕ’ (κ) - Ίν Μένει εποµένως να δού- 
µε αν υπάρχει η παράγωγος της στα σηµεία 0 και Ί. "Αρα θα 


ρ4 


βρούμε τις πλευρικές παραγώγους σ᾿᾽αυτά. 


᾽ 
Είναι ϱ’ (01) - πα ος 5 1πκΣ - 0 και 


ος π κὰτθ 1η (ο ααδ: 
βη(ο] - Τίπ 5 Ἱΐπκ - 0 και επειδή {/(0)) - Το) υ- 
μ.ο Χ 1.5 
πάρχει η παράγωγος της Ε στο μηδέν. Στο Ί έχουμε: 
: 
ΕΛΟΤ ἃ 


ο -- 
Ίη ἂτὰ τε Ί και τὸ επ σσ - 








5 Τ(κΛνΧΕ) 3 καὶ επειδή 1} κ Τ ΠΤ} η Ε δεν παρα- 
γωγίζεται στην θέση χ -Ί. "Αρα η { παραγυγίζεται στο Β- {1} 
και έχει παράγωγο συνάρτηση την 


2χ, κ«0 
Ρα) - [ος θσκ «1! 
1 τσκ 
2χἡ, χ.ς8 
θέµα Β. Να εξετάσετε αν η ἳ µε {Ε(σ) - τη κ 93 


Είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο χο Ξ 3. 
λύση: Είναι 35) - ({-οο,3] 0 (3,:οο) και το σηµείο 3 Είναι 
σ. συσσωρεύσεως του. 3ί3). Επειδή Π 5 στην πριοχή του ὁ ο- 
ρίζεται µε διαφορετικούς τύπους θα βρούμε τις πλευρικές πα- 
ραγώγοις ατην θέση κι - 3. 
κ2ρᾷ 





- ας μη «Ρια” 
ος ο πως 
εκ) -Ε(5) 2κ" 2193. 

α-ν χ-τ ωὰ 


το και Ε(3} - Ἱπ 5 Ίλα 





ον Ἡἀασθλία δν.) ορ 


Επειδή οι πλευρικές παράγωγοι στο 3 είναι διαφορετικές δεν 
υπάρχει η παράγωγος στη θέση Χν - ἃ- 


θέµα 9. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση Γ µε 
1 
κημ-χ. κο 


Ό,κ-ο 
Είναι παραγωγίσιµη στην θέση χο -ϐ. 


τα) 5 


Λύση: Είναι 38) -(-α,0) ὐ {0,109} ὐ {0} καν το μηδέν εί- 


αι σηµείο συασωρεύσεως του 35). 
η χηµς -Ὁ 
είναι ϱ’(0) - ανα ΤΕ Ον πο α τιν ππημες 


5.5 


Ἀλλά η συνάρτηση Πµ-]- δεν έχει όριο στο 0 [Βλέπετε άσκηση 
στα όρια). Επομένως η Τ δεν έχει παράγωγο στην θέση χε - 0 


3 1 
χημ-ς , Χή0 


ο, κ50 


θέµα 10. Δείξετε ότι η συνάρτηση Ε µε Εκ) - 


Είναι παραγωγίσιµη στη θέση χο -0. 


λύση: Η { έχει 38) - {-οο,θ] ὐ(0,1οο) ν {0} και το 0 εί- 
γαι σ, συσσωρεύσεως του 35). 
ε(κ)-τίο0) 

α-ῦ Ὁ 





Είναι Ε’(0) - 11 


μή 
- Ἠπκτημ Ἱ- - 0 γιατί |κζημ οἱ - Ιχ1{]ημ σα! κκ”νο. 
ν χ χ Σ 


"Άρα υπάρχει η παράγωγος της { στη θέση Χο 5 0. 


θέμα 41. Δίνεται η συνάρτηση { µε ϱ(κ) -ὕχτ 
Δείξετε ὅτι η { εἶναι συγεχἠς στο Ἡ και δεν παραγωγίζεται 
στη θέση χι -0. 

Λίση: ᾿ἔστω ξΕΕ τότε είναι Ἱϊπε(κ) - 1 1πζχο - 

ΠΟ 1. Ὠν ο 

"Αρα Π.Ε εἶναι συνεχής στο Β. 


4 ΄ 
χι . 


Ἡ παράγωγος της { είναι Ε(α) (κ ὖ)΄ - ἳ χξ 


5 ᾱ τΤιπ και στη θέση χο - 0 δεν ορίζεται η 


εν "Ημ ήε 


"Λρα η Ἔ δεν παρογωγίζεται στη θέση χο - 8. 





θέµα 12. Δίνεται η συνάρτηση { Β“ Ε µε ΕίΧ) -3]α]/μακ. 
Λείξετε ότι είναι παραγωγίσιµη στο Κ3- 

ἈΛΐση: Ἡ { έχει τον πολλαπλό τύπο: 

Τκ, κ20 
ερ Εαν γκο 
στο διάστηµα (0.:0) έχει παράγωγο και εἶναι (κ) - 7 επί- 
σης στο διάστηµα {[-0ο ,0) έχει παράγωγο και εἶναι Εκ) - 
“Αρα η Ἐ παραγωγίζεται στο 3”. 
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Βέμα 13. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Εκ) «νκ-2ε/κ7-δχὴδ. 
Κα βρεθεί η παράγωγος της στη θέση κ - 2καικ - -ᾱ. 





Ἡ 5 έχει πεδίο ορισμού Φ(5) - (χΕΕ: κ-2Σ0, 
χά-δχ4δ20}) Ξ (ίχ22, χκεβήκς2] - (210 [3 κ). 

Επειδή το 2 Είναι μεμονωμένο αηµείο του (5) δεν υπάρχει 
Ἡ παράγωγος της { στην θέση κ - 2. 

Επειδή το -39(Γ)» επίσης δεν υπάρχει Π παράγωγος της 
στη θέση κ --ᾱ- 


Βέμα 14. θεωρούμε την συνάρτηση ἔ µε 
κὶν κε[ο,1] 
αν τὴ κεί1νιο) 
Να βρεθεί η συνάρτηση πρώτη παράγωγος και η συνάρτηση δεύ- 
τερη παράγωγος. 


Λάση: Στο διάστηµα (0.1 είναι Ε’(κ) 5 ὀχ Υκε(θ,1) και 
στο διάστηµα (1,τῶ) είναι Μ’(κ) » δχ" ΥκείΊ,νω). 
Εξετάζουµε αν υπάρχει η παράγωγος (δεξιά) στο μηδέν 
Είναι ϱ’(0”) - 1 1): ΕΙΟ) ν Ἠμ κ - 1 -ο 
ρα ν ΧΕ/[Ό,1) είναι Ε΄ (κ) - ἀχ". 

Εξετάζουµε αν υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι στα Ί. 


(κ (0) τα αντι, 
πο κρηο  αν α 


ῃ(κΝ εκ εκ ακετ) 5 


Ἔχουμε τε Ἡπ 


ο ήν (ᾱΞΕ (κὐκκ) κκλνκνης 





αλ. - Ἠκλεκθκη). τ4 


ανα 


και ΓΙ} - Ἡῃ ΣΕΡΗ 
"Άρα δεν υπάρχει η παράγωγος της Ε στη θέσηχ- 1. 
Συνεπώς η παράγωγος συνάρτηση ορίζεται στα διαστήµα [0,1) 
και (1,1) και έχει τύπο 

43, χε[ο,1} 

Ρχ”, Χε(1,-οο) 

Αν εργαστούμε όπως παραπάνω βρίσκουµε την συνάρτηση δεύτε- 


τα! 5 


µης παραγώγου που είναι: 
ος αν Οσκς1 


ΕΕ) τν Έλοκε, αν κ»! 


Σηµείωση: Είναι 3948) -[0,ιοο) και 35’) -[θμεο)-{11 


Ρ7 


θέµα 15. θεωροῦµε την συνάρτηση { µε 
κλημ έν κο 
οκ -ο 
Κα βρείτε τα Γ΄(0) και Ε” (0) αν υπάρχουν. 


Λῆση: Αν κ { Ὁ εἶναι 


τικ) - 







στ, ο) - 

(6) ολ 

χ; -ε”) 

. απ -- 
πο ἆφην -τ- (κ15) Ξ 

..ξ 

τὰ 1συν ν ὄκ ηµ ὃς σεις α 
. σρτε-ο -συν τ α2ξημ ξ Σεκ 





Αρα { (χ) - χημ «αττσυν ας εἶναι η συνάρτηση της πρώτης πα- 


ραγώγου για κ 0 


1 
ημ ---ο 
καν ’ (0) - τρ) Πί9) ο μο σορ, απχημ -ἳ- - 6 





λ.ό 
Επομένως εἶναι Ε’{0) - 0 και η συνάρτηση της πρώτης παραγώ- 
ου έχει τύπο 


2κημ Ί--συγ Ἱ-ν κο 





τα)» 
Ό,κ-ο 
Για την δεύτερη παράγωγο στο 0 έχουμε: 
1 1 
. . Ζχημ--- -συν - 
..  λά (κ) - (0) κ Χ 
πώ η ξ δν ντος” 





ή συν -ἰ 
5 ἸμδημἩ κ Ἡ- το οποίο δεν υπάρχει. 


Ἄρα η Ε δεν έχει δεύτερη παράγωγο στο 0. 


ἌΆέμα 16. Αίνεται η συνάρτηση { µε 
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κζ-κεδνκς1 


αξελκη 3. 
χεῖ 


α(κ) - 





Κα προσδιοριστεί ο λΕΕ ἔτσι ώστε να υπάρχει η παράγωγος 
της Τ στη θέσηα - 1. 





καὶ εἰ τ 113 
ο χλελκα3-λ-2χ-2 , 
τα κκΏτα ο σ λο 
ο παρκ ΕΤ λος λ 
ο πτ -2 


Επομένως θα είναι 1 ολ: 2. 


Και τότε θα έχουµε Γ΄(1) 51. 


κλνάν κ 52 
αχκεβ, χ»2 

Να προσδιοριστούν τα πραγματικά α και β ώστε η Ε να έχει 
παράγωγο στην θέση χι - 2. 


θέµα 17. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) - 


Λόση: Ίος τρόπος. Επειδή η Ρ έχει παράγωγο στην θέση χο” 
Ξ 2 εἰναι συνεχἠς στο σηµείο αυτό. 
Επομένως είναι: Ἱἡπεία) 5 1 πα) 5 Ε(2) -- Π1π[ακνβ) 5 


5 11π(Χ 1.1) 52141 5 2ανβ- 5 (1) 

Επέσης επειδή η Τ είναι παραγωγέσιµη στο σηµείο κο - -ἔ ια- 
εν εἰ” Ἱπ κ) ιο. {ικδ-ε(ϐ) 

ο ο μ.ο -., 


3 
ο ο ο 


αλλ καλη 


ο να) 





αχ«β- 
πμ κ-ξ 





αχ:’ 





Β. (2) Νόγω της (1) γίνεται: Τ1π 








εδ -α-4 (3) 


(1) λόγω της (3) δίνει β- -ᾱ 
Αρα αν α Ξ 4 και βΣ -3η { είναι παραγωγίαιµη στη θέση 
κ 5 αι 
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2ος τρόπος- θα πρέπει Ε’ (23) - (2) (4) 

Αλλά τς τ 1ππ Ακ βν 2θιῤ 5 -4ω αν 2αμβ-5 0 
Αλλά τότε η { δεν θα ἦταν παρογωγίσιµη στο 2 οπότε εἶναι 
2α1β-5 - 0 (2) και είναι: 

123) κ τη αχ-2ο«2α.β-5 


σαν ν τρίο ο ] τα ϱ) 


ερωπα α χλγτ-5 (χ-σ)(κν2) 
Επίσης {αν αχ μη 
κ ο) 


Από τις (3) και (4) έχουμε α - 6 και απὀ την (2) µεας4ά 
παίρνουμε β - -ᾱ. 


Βέμα 18. Δίνεται η συνάρτηση Εἔ µε 
κλ θα εκ 2λακκβ)Α " Χ. 
ανα τ 
Χα προσδιορίσετε τα α,β ΕἘ ὡστε η { να είναι παραγωγίσι- 
µη σε όλο το Κ. 


Εικ) - απ 


λύση: θα πρέπει να βρούμε τον τύπο της { άρα θα πρέπει, να 
να 2 αδά 
βρούμε το όριο της ακολουθίας αν : Α΄ ον 1 Σ αλΙΡΑ 3 
1κ4 
Ίνα τις διάφορες τιμές του πραγματικού κ. 


ἔκουμε: 1) Αν κ θ αν: 1 --]ἶπας - ὃν 
14 Αν χ20 54" Ἓσκα 95 Ίπα - 


χλ-8 





ο ο ἳ ας απ ΑΣηὃ νκλγαχεβ) 
ο αρ πτοη τ 
κ: θχι ας 
πο παω ο 
πο πα 





Π9 Αν κ κο 5 οὖ λαο 5 ]ἶπα, -κξ-θχιᾶ 
Αρα η Έ έχει πολλαπλὀ τύπο τον 


34β Ξ 
Αν κτο 


τί) 5] κΊπαχ»β, χ20 
κ2-θχαδ, κ«θ 


ε0 


Επειδή η { είναι παραγωγίσυµη στο Ἡ θα είναι και στο μηδέν 
άρα θα ισχύουν οι σχέσεις: 

1. Ν.Ε συνεχής στο µηδἐν δηλαδή: 

ες) 5 Ἠπεα) (0) 

2. Ἡ Τ παραγωγίσιµη στο μηδέν δηλαδή: 

εη(ο”) - ε(ο”) 

Εἶναι δε Ἰ]πε(κ) - Ἰϊρ(κ2νακεβ) -βε 1](κ) -- Ἠβίκ)-θκες)- 


ον αλα” 


«3 και Ε{0) -«ἆχβ.. Ἆρα εἶναι β - 8 (1) 














Ἴμοια είναι: Ε΄ (00) Ἱατ ὁ- } τπῃ ἄθακ να 
αν ... 
κά θχοῦ- θὰ 
και τ (0) ς πο ον 0) Τή(κὰ-8) - 
κος κ 5 
΄Λρα α --δ. 
Επομένως τα ζητούμενα α,β είγαι α - -ὖ,β- 3. 


"Ενας άλλος τρόπος λύσης βλέπετε άσκηση {17). 


θέµα 19. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 

π. Εκ) - δεκοχν/χνε -α «Τηχκημχ«συνχ»εφκ-σφχ 

2. Β(} Ξ ημχεχσονχεΊηκ 

8. ϱ(κ) -αἲβ”/ αιβ»0 
Λάση: 1. Η { είναι ἄθροισμα παραγωγίσιµων συναρτήσεων, άρα 
θα βρούμε την παράγωγο συνάρτηση στο τυχαίο σηµείο χο, εφα- 
ρµόζοντας τις ιδιότητες. 
"Έχουμε: Ε’(Χ) - (8) (κ) κκ) κ νΧ) κ(εὔ) )-(αἲ) "ν(1πκ) 
α(ημκ) ᾿ε(συνκ) ΄(εφκ)΄-(σφκ)!' - - 


5 ο 1αγκ η ἷν κ «ο Ἅ-ἆ Ίαν -ὖ- εσυνλ-ημκλσόψες σος 
2. "Όμοια η Ἡ είναι άθροισµα συναρτήσεων που έχουν παράγω- 
γους. Επομένως εἶναι: 


ΑΟ) 5 (ημκ) κ(ασυνκ) "κ(Ίπχ) 5 συνκε(κσυνκ) νε ᾱ 


Ἡ συνάρτηση φ(Χ) Ξ κσυνχ εἶναι γινύµενα επομένως Είναι: 
ο) (κ) 5 (κ) ᾿συνκεκίσυνκ)᾽ - συνκ-χημκ. 
Τελικά ἔχουμε: (κ) - συνκ»συνκ-χηµκ» ο 


α 
2συνκ-κημαν 


εί 


8. Η 9 είναι γινόμενο συναρτήσεων. Οπότε: 
ᾳ(κ) - (αἲβ")΄ 5 (αἲ) β"εα”(βΗ)΄ 5 αλΊπαβ"κα"β"1πβ - 
α΄ αἲβ"(Ίπας1πβ) - αἲβ"Ίπαβ. 


θέµα 20. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 
1 Εκ) - εἶτηκ 
5. Ν(κ) - χἹπ(συνα) 
3- ο(χ) - ηµ(αυνκ) 
1. φίκ) -χενκ 


Λύση: Ἱ. Η Τ έχει πεδίο ορισμού το ΒΣ και επειδή είναι γι- 
νόµενο συναρτήσεων έχουµε: 


1) τ (δα) 5 (61) Ἰπκκδη(1ηχ)  Ξ ο Ἰπχεο" 4 - 
α ας 

5 ελίτηκ» ἆ-). 

2. "Όμοια είναι; Β'(κ) 5 [κ]π(συνκ)]' 5 Ἱπσυνκ)» 

ακζπ(συνκ) Τ) - Ἱπ(ουνκ)νκ σσφς (συνα)" - 

Ξ Ἰπίσυνκ)- ὄσνς - Ἰπίσυνκ)-χεφκ. 


8. Ἡ 8 εἶναι σύνθετη συνάρτηση άρα έχουμε: 
ϱ (κ) 5 [ημ(συνκ)]΄ - συν(συνα] (συνχ)΄ - συν(συνα) (-ημα) - 
5 -ημχσυν (συνχ). 


4. "Όμοια η φ είναι σύνθετη συνάρτηση άρα έχουµε: 


οκ) - (νά (κκ αρ)” - (11) - 


κενκ 


1 
θήκης 1) 


θέμα 21. Να βρεθούν οἱ παράγωγοι των συναρτήσεων: 


1 Εκ) - αμ (συνχ»ο”νσ) 
κάρα 1 
2- θὰ) σημ - 


3. κ) - 3ημ’(2χ«1)9συν ᾿χνεφί(4 κ.) 


Λέση: 1. Ἡ Τ εἶναι σύνθετη συνάρτηση 
"Αρα Ε΄ (κ) - [πμ"(συνκνεῦ κ /κ)]’ - 
5 δημ) (συνκκε” /Χ) (ημ(συνκκε αν ἡκ]}’ - 


6 
5 Δημ” (συνχ νο” «νχ)συν (συνχκο Σε /χ) (συνκεό κ /κ) ’ 
μι. κ α 
5 4ημ” (συνκεεἈε/χλσυν (συνχαε” κ κ)(-πμχτε εφο) 


Σ. Η ᾳ εἶναι πηλίκο συναρτήσεων άρα: 


πο πμ αν 


(1 τημκ) ς 
ο ΕκλὸΤο) «νὰ (οπ) Ἡ) ]1κημκ)-κ2ο” ἷσυνα, 
(1 ημα) 
ὂχ. ο” γχερἍ” κε!) ](1κημκ) -κ2οἳ” συν 





Ὅπνημχ 


χ2ϱΧ 12Χ} (1 νημχ]-κ293"Ἴσωνχ. 
πας } : 
αλ) ] [κεσκ" Ἠλαημα «κ2συνκ] 


Έκημκ 


πας 





8. Έχουμε: Ν΄ (κ) - ο Ξ 
Ξ[θημ (2.1) ] (συν κ)" [εφ ἀκκ 1  - 


Ξ 3 -4ημ "(κκ λ(ημ(2χ41)}” συν" χ(συνκ) ε .... 


1 
συν (4χαΤ 


5 12ημ” (Έχε Ί)συν (2χ«1)2-6ουν "χημα» ουνε 





θέμα 22. Αν ΕίΧ) - Τ(ημ”κ)εΓίσυν/κ) 9 (κ) - 

5 πμζκ(ϱ΄ (ημ᾿κ) -Ε)(συν΄χ)). 
Λύση: Η { εἶναι άθροισμα σύνθετων συναρτήσεων και αν παρα- 
γωγίσουµε ἔκουμε: 
Εκ) - [Πεημέκ]] [είσυν2κ)}  - ε)(ημ2κ)(ημ2κ) νε 
κ (συνΖκ] (συν 1κ)΄ - Ε’(ημ2κ)2ημασυνκεξ΄ (συν κ){-2συνχημκ)- 
5 ημ2κ(ε’ (ημ2χ)- Ε΄ (συν 2κ)). 


Βέμα 23. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης { µε 
τα) - Λμίσυν᾿χ)«συν(ηµ΄χ) και της ο(α) : 61) κ)» 
(1ο .χ). 





Λήση: Η { εἶναι άθροιαµα σύνθετων συναρτήσεων επομένως έχου- 
μει 

ϱ"(κ} 5 ουν(ουν κ) (συν2κ) ΄-ημ(ημ7 κ) (ημ2κ)΄ - 

- -ὂσυν(συν2χ)συνκημκ-δημ(ημ2χ)ημχουνα - 

5 -ημϕκ(συν(συν κ) τημ(ημ2κ)). 
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΄Ὅμοια η 4 είναι άθροισµα σύνθετων συναρτήσεων επομένως ἑ- 
χουμε: 
θ (α) - ε)πέκ) (111 κ)" ν 1οαξκ] (1οφάχ)”- 


5 ε πχ) Σ)πκ(]πκ) "Ν΄ (1ος κ)]ος,κ(1ορς κ) ΄- 
ας 44) 1η ὰ) Ἱηκ : ϊ 
τας 
θέμα 24. Να βρεθεί η παράγωγος κάθε συνάρτησης 
Ίν Ες) τ΄ δημχΊπκεφα-(χ»1)) 
2. ΑΧ) - ημ(ὄχΊ)ησυν (4) 
3, (κ) - ηµίσυν΄κ)συν(ημ”χ) 


-κ 


4. οκ) τ-δσιεσκ- 


κε 
Λύση: Ἱ. Είναι ϱ’ (κ) - (δημχΤηχεφα) - [κ 11" - 
5 Β{ημκ) ΄Τηκεφχαδημκ(Ίηκ) ᾿εφχεδημχ]ηκ(εφκ) '-3(κετ)ίκκτ)’- 


« ή, 1 3 
5 5συνχ]πχεφκεδηµας- εφχ»δημα]ηκ Ὄσψες -δίκεΤ) 





2. ΑΙ (κ) 5 [πμίῶχετ) 1] α [συν (4χ2)] 
Ξσυν(Όχ 1) (κε!) κ ὅσυν5 (4χ1) (ουν (4 κ: 
5 ουγ(ὃχε!]4ν9συν” (4χ2){-ημ( Ακ”) (άκ2)’ - 
5 3συν (3χ 1] -24κσυν2(4κ1)ημ(4χ2). 





8. Είναι α(κ) - [ημουν κ}]΄συν(ημ7κ)τημίσυν”κ) ἴσυν(ημ7κ)]”- 
5 συν[συν κ] (συν 2χ) 'συν (ημ2κ) νηµ(συν κ) {-ημ(ημ2κ)) (ημ2κ)' - 
ο 
(Ζημκσυνχ) - -Σημκσυνκ[συν(συν ἔκ)ουν(ημ2Χ] νηµίσυν”κ) 
ημ(ημχ)] - -ημδχίσυν(συν"κ-ημῖ κ)) --ημὂκσυν (συν7κ) 


4. Εχουμε παράγωγο ο ο καν ναι 








οκ κ 
ρί) ερ - ο” (κ) - ος 1 
ο θ1α(2κ)' ἐκτεήσς κ αβλίρώς, 
ς (εδκε]) 
«λα ξεία σκι εθκε) ος ἀρδα 
(6.91) 2 "τετ 


Βέμα 25. ΄Ἔστω οι συναρτήσεις { και 4. Αν Ε{κ) «(ο 3) και 
η 4 έχει παράγωγο δεύτερης τάξης να βρείτε την δεύτερη 


θὰ 
[ παράγωγο της ΕΓ. 

Λάση: Είναι: Ε’(κ) - ο” (οἱ Ἁ)(οἳ )’ - Δε’ Λρ’ (ο””) 

και αν παραγωγίσουµε ἀλλη µια φορά ἐχουμε: 

ο ο ο ΟΙ ο. 

Ξ 166 3Φ΄ (οἱ 3) «169. χο” (οἱ ”) - 166" [4 (οἳ σ) να" (ο”σ)]. 


θέμα 26. Να βρεθεί η παράγωγος κάθε µιας από τις συναρτή- 
σεις 1. Τ(κ) 5 κἈ 
2. Νκ) 5 (μα) 
8. (κ) - (1. /κ)ὰ 
4. οίκ) - (κ. 


Λόση: Ί. Ίος τρόπος. ἡ { γρόφεται Μ(κ) - ο - 


ο ο ο“ 


5 κλ]ηκε]). 
2ος τρόπος: ἔπειδή πρέπει χα 20 αν λογαριθµίσουµε τα µέλη 
ἔχουμε: Ἱπε(κ) Ξ κΊηχ -- (1πτ(κ)) 5 (ΧΤΗΧ) 5 


5) τ ππαν 5 ε ο κλτακεὴ) 


2. Είναι (κ) ς οὖν ΣΡ( μΧ) ον μ (κ) 5 
5 εσυ μα) (συγκ]π(ημκ)}΄ - 


Ξ (πμ) ο) Σ(σημκ]κ(ημκ) ἑσυνκῃίς συνκ) 


ος τράπος. Είναι: ημχ»0 οπότε µε λογαρίθµιση των μελών ἑ- 
χουμε: 

Τη({κ)) τ συνχ]πίημα) -- [ΠΛ]: 5 

Ξ [συνκ]π(ημκ)]/- 


ως 
5 τημχ]π(ηµα)γσυνχηµς συνχ 5 





συνα, συν χ. 
(ημχ) (σημχ]π(ημχ λε στης 
8. Ν 9 γράφεται: οί) «ειπ(Τ. ) να (κ) - 


ο μ.ο 
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ον ο ο 
κακο σε να ο» 


4. Ν φ γράφεται! φ(κ) -εἩ αν) -- 
ο ο 


τ (κδκ Εκδ Ιπ(κ1 κ κα ή αἲ κ 5 


: : 
ο ο 


θέµα 27. Αν είναι γνωστό ότι Ίνχεκίε.-«κν 





κα Ί. Τότε να υπολογιστούν τα αθροίσµατα: 
δι -{9λκκθκλννν«ονκ η ὁ 


δὲ -Ι1ν2κνβΣκλνιννν κν 1 


Λύση: Η (1) αληθεύει Ν ΧΕΒ-(1} και αν παραγωγίσουµε τα μὲ- 
να 





λη της βρίσκουμε: α΄ «(χ1) εινα ἰκν)) η. 


χ-{ 
νεας 
ὁ---τα- (2) 





9 
5, - 1 λκηθχήει νκδ ος 1) κ Ἔ 


ία 
Πολλαπλασιάζουμε τα µέλη της (2) επί κ και παραγωγίζουµε 0- 
πότε έχουμε: 


νο. ο... 


κεδκἍ κενο ΣΥκ ωἡ επομένως 


νεο 


μονο μας 
ο ο πη. .- 


θέµα 28. Εστω Τνρινβεν-- δι οἱ ρίζες της εξίσωσης 


κΌ.1 το. Λείξετε ὅτι: (1-ρ1)(1-ρ2)-- «(1 τν 


λόση: Ίος τρόπος. Γνωρίζουμε ότι αν µια εξίσωση έχει ρίζες 
τις ἔνρενεττλόφος εὖτε αναλύεται σε γινόμενο 
κ .Ε τ (κ-Ἠ) εκτρχ) (κ-ρα)ε εκ (κτρν). (1) 


μ.χ 
ἣν παραγωγίσουµε τα µέλη της (1) έχουµε: 
ο ο ο ο” -- 


π(ατΏ) (κτρι) 
Η (2) για κ - δίνει: ν - (1-ρ1)(1τρε)- 


ε(ατρς α) (ασ) (ατρα) εκατο ο) (2) 


(1τρν) 








2ος τρόπος. Επειδή οι αριθμοί Ίμρι, 
έχουµε χ’-τ 5 (κ- 1) (ατρι).. (κ-ρν.ι) ἡ 


ερφ.ι είναι ρίζες 
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(ασΏ (κὔλνκὴ σενεν κκ τ 0ος (κτρι) (κτρρ)ενν (κτοφ. |) 
-- αν λεκλ  ὀκγνναΚΕΤ τ Γκερα) Γκτρο)ε εν (ατοφ. 1). (1) 
ρα η {1} θα ισχύει και για κ -Ί οπότε έχουµε: 

ντε τρι)(1τρο) εν (Ίτρν. |) 





θέµα 29. ᾿Εστω οι συναρτήσεις {και ϱ µε παράγωγο στο 
ρ5 Μ(8) Ω 24) και σ(ϱ) α 0, ϱ'(ϱ) ή 0. 


Αν εκ) - Σα) καν Ε΄ (ϱ) - 0 δείξετε ότι Ε(ϱ) 18} 


Λύση: Παραγωγίζουµε την σχέση Ε(κ) - πα] -- 
ΞΕ (κ) 5 αμία) ρα και µε κ -ρ παίρνουμε: 
εἰ) «Ε΄ (ρ)8(Α) Γρ) (ϱ) 5 ε΄(ρ]αίϱ) - Είρ)ς(ϱ) 
ᾳ (ϱ) 
πι). ο το] 
Ἕ σος πι 
Ἡ δουµένη οχέση µε κ» ο δίνει Ρίϱ) -Μ) (2) 


ο ο Εἰ(ρ) 
Από τις (1) και (2) έχουμε: Ε(9ϱ) στρ 


θέµα 30. Δίνεται το πολυώνυµο Ε(κ) -ακ’ βχέεγκεδ, α, 
δε. 
κα βρεθούν τα α,β,γ,ὃ αν {(0) -ὖ, εί) -τ, εἰ (2) -2 
οι -ᾱ 

Λήση: Είναι τ(0) Ξδ- 0, (κ) - Δαχκέκλβχκεν (1), 

βτ (χ). 5Ξ δαχτ2β (2). (κ) Ξ δα (3). 

οι (11 (2) (3) µε βάση τις δοοµένες σχέσεις δίνουν το σὐ- 


ΒΥ» 





1 

α δα - 3 πηρα. 
στηµα: 

Ίξαν2β - ἓ - β- -ἲ 

3αιῶβιν - 1 ... 


Και το ζητούμενο πολυώνυµο είναι: Ε(κ) - ρα) -2κ1ν ὁ κ 


θέμα 31. Αν η Έ είναι αριαµένη και παραγωγίσιµη ν χΧΕΕΣ 
Γ εσχύει δε ϱἰκ3) : κ) δείξετε ότι {"(4) - 112. 
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Λῆση: Παρογωγίζουμε και τα δὺο µέλη της Εκ) - κἸ και ε- 
πειδή το πρώτο µέλος εἶναι σύνθετη συνάρτηση έχουμε: 

ϱ (κ) (κ2) ς Ἰκν - ϱ) (κ2)οκ - 7χν 28 (κ1) - 7κ (1) 

Αν στην (1) θέσουμε κ - 2 παίρνουμε 254) - 22135 
τη) -7 2" - 112. 


θέμα 32.Δίνεται η αυγεχής συνάρτησης µε «(χεγ)- Μ(Σ)2Σ(Υ) [1] 
«κ. ΥΕΚ µε είν) 1. τρπῖη 
ε(α) 
π 


εάν Τα 





1. Δείξετε ότι Γ΄ (κ) - 1 (κ). 


Λύση: Είναι τ΄ (Ε) 5 Ἰἷπ σάλ-Γ(Ε) 9 


{(ξ)τ] 
5818) - τν πα 











ντι ρ 
ωά. ΕΡΜΗ ΓΕ νΕΕ(Ε) Εν) ο πας Εκεί ς 
ν κ ω μνα ΠΠ ΞΕΕΥΕ(Ν)ΤΝ 
-” Ὁ αετςξ] «ΕΕ] 
ο ο ο. 

Ώνατς μία τρις η. τπεμα 


Είναι όµως {{0) «τίς 5 ε(ο)-τ(0) ς 2είο) 


(0) κε(0) - 0 ν ϱ(0)(1«ε2(0)) - ο κ» ε(0) -ο. 


Οπότε έχουµε (5) - 19Ε2νΕ) Υ ξΕΒ. Αρα Γ΄ (κ) - 1. Τὸ (κ) 


θέμα 33. θεωρούμε την συνάρτηση Ε ορισμένη Υ κΕἩ και για 
την οποία εάν Χ.,χ,; δύο τυχόντες πραγματικοί αριθμοί να 
ισχύει: Είχινχο} Ξ Είχι χε) 
Εάν υπάρχει η παράγωγος στη θέση χ - 0 και ισχύει {(0 1 
δείξετε ότι υπάρχει η παράνωγος της { Υν ΧΕΧΕ και ακόµη ὁ- 
τι ισχύει: (κ) Ξ ε(χ)Γ'(0) Υ χεμ. 

Λύση: Εάν ξ Ε2ίΓ} και ξ σηµείο συσσωρεύσεως του 2ίΓ], τό- 

τε ΣΗΕὸ τ Ἡᾳ «δνε εδ) 








τα µε (ξτε)ες. 


ε 


Ἀλλά απὀ την υπόθεση {{ξεε) -Ε(ξΊ(ο) καὶ επομένως: 
Αν ο κοκ πο 


Είναι όµως {0} - 1 και επομένως: Ε΄ (5) - ΤΕΛ 1π κα αι 
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Και επειδή Τ1π Φοξ ΕάΑ, 


ΕΤ(Ξ) 5 τ(Ε}ε΄(0) και αυτό Υ ΕΕΧ. ΄αστε ισχύει: Ε΄ (κ) - 
Ξ τ(κ»τ΄ (0) ν ΧΕΗ που εκφράζει προφανώς, ὁτι υπάρχει! 
και η παράγωγος της { Υ χε. 


Ξ Ε΄’ (0), θα έχουμε: 


θέμα 34. ΄Εστω οι συναρτήσεις Γ και 4 παραγωγίσιµες στο 

ξεθ(ϱ)ω5(α) - Α και: 

ΕΞ) -α(ξ) 4) 

Τὰ Εκ Ἠκςθί(κ)κΕ ΥκΕΛ, µεκ ἕ 

Δείξετε ότι: ΕΕ (Ε)1 ς ο (Ε] 
Λάση: Β (31) λόγω της (1} γίνετοι: 
ο 
κ ξ και αν πάρουμε ύρια των µελών µε κ-ξ έχουµε: 
ημν Σ)ΕΙΕ) γε κ ττα αΜδοΕ(Ε). ος εξ} «”(Σ] 


κ. 








6) 


ο σσ 





θέµα 35. Για την συνάρτηση { εσχύει: Είχε) -Ε(κ)Ε(Υ) 
ν κ. ΥΕΕἩ και ακόµη ότι Εκ) - Ίμκο(χκ] Υ χΕΧ. όπου για 
την α ισχύει: Ἰπο(κ) - 1. Αποδείξετε ότι υπάρχει η 6΄ 


ν κε και ότι είναι: (κ) ς οἳ. 


Απόδειξη: Η συνάρτηση { είναι παντού ορισμένη απὀ την υπό- 
θεση, Για κ Ξ Υ Ξ 0 παίρνουμε: Ε{0} - 22{0) και επομένως 
ε{ο) Ξ 1 ἡ Εεἰ0) - 0 και από την (κ) 5 Ἱεκοαίχ) γιαχΞ0 
ἔκουμει 40) «1, ρα {{0) 0. 
Ἡ παράγωγος της { στην θέση κ - χεΕΕ θα εἶναι: 
Ἔκαννε]-ε{κο) ς ῃ1 Μίκο)ε{ 6) -ε(κα) 

ε 


ε ..ο 


Σε 0). 


Εθν) τ Τἶπ 


Δ Ε(ε)-! 
"κής 
Ἀλλά απὀ την Ε(χ) - Ί-χσ(χ) ν κεΚ έχουµε: {ί(ε) - Ί-εσ[ε) 


Ξσ(ε) - 5151. και επομένως: ]ἡπαίε) 5 11 ΕΤ]. 1 


Μετά από αυτό: Τ΄(χο):- Είχε) και αυτό Υ ΧοξΕΒ, δηλαδή: 
υπάρχει ή παράγωγος της { Υ χΕΒ και ισχύει: Ε (κ) 5 Τὰ) 
Υ κεΕ. 

θα δείξουμε ότι οι µόνες συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει 
ΕΤ} 5 Εκ) ΥΚΕἩ εέναι οι συναρτήσεις του τήποίβ {(χ)-εε” 


.- 
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όπου ο σταθερά στο Ἐ. Πράγματι αν θεωρήσουμε την συνάρτηση 


ο” (οκ) Εκ), 


ες ; τότε Ε΄) - πλ 


50 Ν ΧΕΕ, το οποίο σηµαίνει ότι ΠΕ είναι 


μτα σταθερή Υ χΕΕ. 

Επομένως: Γκ) - εθἩ. 

Στην περίπτωση µας για κ - 0 θα έχουµε: 1{0) - 6 -ς- { 
“Άρα Ε(κ) «εκ ΥκεΒ. 


θέμα 36. Δίνεται η αυνάρτηση Ε: Β» τέτοια ώστε: 
α) ΕίκΑΥ) -οἵ Ε(Χ)28"Ε(Υ) αχ, ΥΕΚ. 
Β) ε 0) - 
Λείξετε ὅτι: 
ο ο νο ο 


Λύση: 1) Επειδή η (0) ισχύει Υ κ, ΥΕΒ θα ιοχύει και για 
κ.ΞΥ 5 ὃ οπότε παίρνουμε {{0) - 0. 
μα 





. ερ ΣΙ 81 
πας 


Ἠ} Επειδή ε(0) 0 Τη ΞΕ)(ϱ) -2 
} Επειδή ο τύπος της { ποιες, το άθροισμα σε κά- 
ποια όλλη έκφραση θεωρούμε τον τύπο 


εἰ) τε μν ΟΤΕ ος τα ο ΕΕ) νο ττείΣ) 





5 Ξεξν(ξ) γνατί Τὴᾳ 


και επειδή ξ τυχαίο σηµείο του Ἡ είναι Ε’ (κ) - 26" 5Ε(κ) 
γ κε. 


βέμα 37. Λίνεται η συνᾶρτηση ἔ: Ἡ Β παραγωγίσιµη στο Χι Ξ 
ξεΕ. 
Λείξετε ότι: μα ο ΕΟ2 Ξ ε(Ε)-εε΄(5) 


Μήση: Ίος τρόπος. Είναι {΄{Ε) : Τ1η κ... 


ο ο ο ϱ- 
ο μα ο κ... 
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τις ἄ.(Ξ) 


)-ξ(κ) 
ο α-ξ 


ο τα ἄΞΕΤ(Ε)ΞΕΓ()νΕ(Σ), 
μεν. 
2ος τρόπος. Επειδή η { είναι παραγωγίσιµη στο ξ είναι και 
συνεκής δηλαδή 11πδ (κ) Ξ. Εξ). Επομένως το 
Ἡρ η ΔΕΟ κ δ.. Ἂρα εσχθειτι κ ΑΣΕΕΣ).. 
Ξ.ἠαπ ΙΕ) ΕΓΙΗ πιΕ)τξτ (κ), . 

λα ΠΡ Οκ μη ΠΕ ΞΗ Ον ε(Ε)-εε)(Ε) 


σας 


πι) ΕΓ) «0. κάναυµε γινόμενο πα- 


ραγόντων του αριθµητή, προσθέτοντας και αφαιρώντας τον αριθ- 
μό ΣΕ(Ξ) και έχουμε: 





Ἄος τρόπος. Επειδή μι] 














Ία ΡΕ) ΕΕΚ) τή ΧΕ(Ξ)Σ ΕΕ ΣΕ(Ε)ΞΕΤ(Ε) 
ο κα μα : 

. (κ) εξ) -ξίε(κ)-α(ξ)) κ) είς. 
αμ σΑ) ΕΟΟ ΗΕ). Πε) επ συ. 





5 εξ) στ (δ). 


θέµα 38. Δίνεται η συνάρτηση {: ΕΕ µε 
1 ΡΕ) ταν ΠΗ) (3) 5 25, 144) Ε(κΑΥ) - Εκ) αχγκαγ: 
γα, γεκ. 
1. Να βρεθεί η τιµή του πραγματικού α. 
2. Ὑπάρχει η παράγωγος της { και είναι Γ΄ (κ) -4χ. 
8. Να βρεθεί ο τύπος της 8. 


Λύση: 1) Επειδή η (111) νσχύει Υ κ, ΥΕΒ θα ισχύει και για 
χΞ Ί και Υ Ξ 2 οπότε {(3]-ε(1) - 2α.16.-α - 4. 


2) Β (114) γράφεται Ε(ΧηΥ)-Ε(κ) 5 γ(αχιϐγ) και µεγ/ 0 
5 ἀχκ4γ (ΛΑ) 





Ἂν στα µέλη της (Α) πάρουμε όρια του γ-»0 έχουµε: 


μπι Υ)ΤΕ(Χ) . Ἠηκκάν) 9 Εα) ς ᾱκ 

γ-ο 3 γ.ο 

3) Επειδή δε Ε΄ (κ) - Ακ Ὁ Είκ) - 2χλτε, «ΕΕ και για 
ο ϱ-- 


"Αρα ο τύπος της ἔ είναι Ε(Χκ) - 2χ2-1, 


θέμα 38. Αν για µια συνάρτηση Ε ισχύει ΨΧ, ΥΕΒ 
εκ) -τ(γ) | 5 ἱκ-γ!Σ δείξετε ότι Ἐ εἶναι σταθερή. 
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Λύση: Ἀρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει η παράγωγος της Γ και 
είναι μηδέν ν χε. 


Ἡ δοσµένη σχέση γράφεται: 05 | 


Ες Γκι ία ήν) 


οπότε αν πάρουμε όρια ἀταν χΧ»Υ 95χ-γ - 0 και επομένως εἰ- 
ναι και Τΐπ τς }ς Ε() - 0 Ν νΕἈ που σηµαίνει ὁτι 
λα 


η Ε εἶναι σταθερή συνάρτηση. 


βέμα 40. θεωρούμε την συνάρτηση Γ: Β-Β για την οποία υσχύ- 
ει κ, ΥΕΕ: Ε(κεγ)εΕ(κ-γ) - 2 (κε) (1) 
Δείξετε ότι: Ε' (κ)τίΥ) -τίκ)ε ) να, ΥεΕ- 


Λύση: Παραγωγίζουµε τα µέλη της (1) δύο φορές ως προς κ ϱε- 
ωρώντας το Υ σταθερὀ και έχουµε: 
ϱ(χ2γ)(χκγ) νΕ (ασν)(ασν)) 5 Στ(κ) γα) 

δη (κκ) (ασ) 5 Σι)” ο). (2) 

΄0μοια παραγωγίζουµε τα µέλη της (1) δύο φορὲς ως προς Υ 
θεωρώντας το κ σταθερὀ και έχουμε: 
ο ο 2 

αι (κ ὸτε . (κ-γ) (κ) Σε) 0)” 

απ Εκνγ)κε εκτ) 5 Σεκ ο). (30. 

Από τις (2) και (3) έχουµε: Ε’ (αχ) τ(ν) 5 είκ)τ” (9) 
Νε. 


Βέμα 4Ί. Δίνεται η συνάρτηση Ἔ µε 394) - Βὶ να την οποία 
εσχύει Ε(κγ) - Ε(κ)Ε(Υ)Υ κ, γελά και εί) -τ (9) 
Δείξετε. ότι |) κε’ (κ) - ΥΕ (ν), κ. ΥΕΒΣ 

0 κε (κ) -Τ, ν ΧΕΙΣ 

Λύση: 1) Παραγωγίζουµε τα µέλη της (1) ως προς κ θεωρώντας 

το Υ σταθερό και έχουµε: 

{αγ} (αγ) 5 εἰ (κ) 5 γε (αν) 5 ει) (2) 

΄θμονα παραγωγίζουµε τα µέλη της {1} ως προς Υ θεωρώντας το 

κ σταθερὀ και έχουμε: 

α (κ) (αν) το) 5 κε) (κ) - Ε) (5) 





Από τις (2) και (3) έχουμε: 
-» κε (κ) - ΥΡ"(Υ) Υ κ, γεκ” 
441} ΗΒ (1) µευγ- Ί και χεΕῖ δίνει κε (κ) - 1. 
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ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. 


1. 


α] 


Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις µε τύπους 

αλ, κλο οὖν χο 
παω -{ : ς 1) ο(κ) - 
σος θικ-0 
ΤΗ) εί) 5 δΙκ[αθχ2ςί 


Είναι παραγωγἰσιμες στο σηµείο χι Ξ 0. 


Να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιµες οἱ συναρτήσεις µε τύ- 
23, χς3 κξελχ, κο 
πους: {) έ(9) - αν κ.ά) ο(κ) - σος κ ςὓ 


1 
111) Ρα) 5 κηµ- νκηθ 


αλημ- το, κγο 
Ἶν) (κ) - 





0,κ-0 


Νά βρεθεί η συνάρτηση πρώτης παραγώγου των συναρτήσεων 
µε τύπους: 


δεί [κ μδεμι : εὖ, ακ5ε 
1) εἰκ) - 180 αἰκ) - 

κγν κλι Πρι ὁεκκδ 
" { 8- σαν κε [2,11] 
11) ΡΟ) στ ἱνφ/κσ, κε [11 ν κου) 

1 
1) φίκ) 5 | συν δα 
ῦι κχ-46 

΄Εστω οι συναρτήσεις ἔ και 4 µε τύπους: 

νχτδ, χε[-2,0] κνδ-/κκδ, -ὂσκ5ῦὂ 
να ανν κο ρα τη 


Να εξετόσετε αν οι συναρτήσεις Ε,9,Ε1ᾳ,{ο9 είναι παραγω- 
γέσιµες στο σηµείο χο - -ὂ. 


πο 


ο,χκ-ο 
Να εξετάσετε αν η Τ είναι παραγωγίσιµη στο 0 και συνεχής 
Σε συνέχεια δεἰξετε ότι η παράγωγος συνάρτηση είναι συ- 
νεχής στη θέση χι -0. 


΄Εστω η συνάρτηση { µε Γ(Χ) - 


τ8 


δ- Να βρείτε τηΥ συνάρτηση πρώτης παραγώγου της ἔ µε 
(κ) - πακ(χὀκδκ, ὀκ2κδ}, 


δαυν -ἵ- 
Χ ουν, λ 0 


7- Ἀίνεται η συνάρτηση β µε Ε(κ) - Ό,κ- 0 


Να εξετάσετε αν υπάρχει η δεήτερη παράγωγος στην θέση 
Χο 5 0. 


Δ. "Εστω η συνάρτηση Ἡ µε ΕίΧ) « Ικ3] να εξετάσετε αν υπάρ- 
χει η {22 ν κεκ. 
ϱ-ἆ, κο 

{ 0, κ5ο 

Εξετάσετε αν υπάρχουν τα Ε΄ (0),τ'' (0). 


δ- Δίνεται η συνάρτηση ῇ µε {Ε(κ) - 


ἃτκ, κςᾷ 
10. "Εστω η συνάρτηση { µε Ε(Χ) - [ωθοτο, 4σκσά 
κ-ά, χ»24 
Να μελετηθεί ως προς την συνέχεια και την πσαραγωγισιυµό- 


τητα. 


11. Να βρεθεί η συνάρτηση της δεύτερης παραγώγου της 1 µε 
κὰ 
κ τν 
ε(κ) Ξ 
κ, χ20 


12. Να μελετηθεί ως προς την παραγωγισιµότητα η συνάρτηση 
Ε με Τίκ) - πἰπίσυνχ,συν χε µεῆῦσεχς π 








χιλ, κεὸ 
13. Δίνεται η συνάρτηση ἔ µε Γ(ὰ) σα τδ-α 
ος, 
Να προσδιορίσετε τα κ,λ άστε η Γ να έχει παράγωγο στη 


Βέση χι - 2. 


14. Δίνεται η συνάρτηση Ε: Ἡ28Β µε 


15. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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-κλκτχνκ «0 
σα) 5 { ακὶ «βχ2εγκεδ, Όσχς2 
κάν κδι 
Να προσδιορίσετε τα πραγµατικό α,β.Υ.ὃ έτσι ώστε π Ενα 
είναι συνεχώς παραγωγίσιµη. 


κ λ-- 

Ίκ[ ο. κιτς 

κκζαλν Ικςξ 

Να προσδιοριστούν τα πραγματικά Κελ ώστε να υπάρχει η 
παράγωγος της ῇ στη θέση κ - ζ. 


"Ἔστω η συνάρτηση Τ µε ΕίΧ) | 


κζ-δχεῤ-2αἱαἱ, 2 
αξκζεδαχοῖ νχε2 
Μα προσδιοριστεί ο αΕΧΒ ώστε η Ε να είναι παραγυγίσιµη 
στο Ε. 


Δίνεται Π συνάρτηση 6 µε ΕίΧ) «ἵ 


Να μελετηθεί ὡς προς την συνέχεια και την παραγωγισιµό- 
ακκέντι 
. 


κ 





τητα η συνάρτηση {µε Τὰ) 5 Ίήας Τεκ. 

αεἲχ , χςθ 
β(χ2τάκ-Ί)2γ, χ2ο 
Να βρεθεί η σχέση μεταξύ των α,β.Υ ώστε να παραγωγίζε- 
ται η στη θέση κ - 0. 


Ἀίνεται η συνάρτηση { µε Τὰ) .{ 


κημ πασἒ, [κής 1 
δτκΣ 
τακῇ 

Να προσδιορίσετε τα κ,βΕΚΑ έτσι ώστε η { να Είναν παρα- 

γωγίσιµη ν ΧΕΕ. 


“Εστω η συνάρτηση Ἐ µε ΕίΧ) 5 
. κ τ 


ο ο ο ο ως ᾱ 
μπαρ πο 

Να μελετηθεί ως προς την παράγωγο και τη συνέχεια. 

1 


9 κ θεα 





΄Ἔστω η συνάρτηση { µε Είκ) - ον αἩ 


5, 


23. 


24. 


25, 


26. 


27. 
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Να προσδιοριστούν τα α,βιγΕἩ ὥστε η Ε να έχει παρἀγυ- 
Υο δεύτερης τάξης Υ χε. 


Ἀίνεται η συνάρτηση Ε µε {Ε(Χ) - 
πα (κ νΑΧη2)213{κ2καχκβ)α”Ἡ 
πα 2-8 
Να προσδιοριστούν τα πραγματικά α,β έτσι ώστε η { να 
εἶναι παραγωγίσιµη ὰ κεΒ. 
κε-χ 

Αν Ε() - ο ο 

αχ ϱβκ 1γ, ΧΣ1 
Τότα να προσδιορίσετε τα α,β, ώστε να υπάρχουν οι 
Εκ) νε (κ) 
Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 
Ἡ). Εκ) 5 κΊπκ νε) 5 πμῖ(2χ.1} 
11) εκ) τς κξ-θκεδεος ΥΤ Εκ) τς νκεήκ 
1) τικ) 5 ἂπεα ΥΠ Εκ) 5 πμίνκ)ουν (κ) 
ἡ Ὄ αξα ' ερίκ.. 
Ἰν) Τα) 5 χσυνχηημΣ (κὁ) οκ) εκ) στα 

4 

συ ατα μμ” 
Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων. 
νι Εκ} στ δκξ-σχ-δ 4ὲ ἕνα) 5 χε 
ἐ- Ντ απ δι Ανα) «γα. 
4, ο(κ) τπτ 6. ον (κ). -ι Ἰτ-γκεής 
Να βρεθούν οι παράγυγοι των συναρτήσεων 
Έν Ε(κ} 5 ημ) (4χ. 1) δε Εα(κ) τ κσυνκνημὸ (κ") 
2. ΠΧ) Ξ συνκ-χ ημχ 6. Να(κ) - κ]π(συνα) 
4, (κ) -Ἡμ (συνχ) 7. αι(κ) - εἶ Σ[ημκ-συνκ) 
δὲ φίκ)  ημ(νκ]συν(νκ) 8. φο(α) τς κ Ίπ(κὴ) 
ἼΎμοια να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσευν 


Τε Εκ) τσ (1 ακΣ) εκ ήΤακ)" 


2. οἱ κ) 8. φίκ) νεο 
επ) στ συγῖκ ο η 
πτουνΣ. 
πι ο μπα 
ο. 
5. αι(κ) -Ππί εκ 1. )κεφίο””) 
6. φι(κ) -Ἱπ[ππ(ημακα )] 
28. Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων νι 
1 εα) τε) 5. Εικ) (πα) ὁ 
δ. Να) - οἳ "2ε]πίημκ) ο δ. δια) - (κ2ακκ)” πρ 
ο ο. 
4. οἱ κ) ς αἩν Β. φι(κ) - (συν. ον 2 
29. Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων 
Εν εκ) ππκὴσηΣ ο. εν) τα κκκ) ο. 
ο ο ὃν Ἠεϊκὴ οἳ 
ᾱ, αἴκι - κ τμ 6. αι(κ) - (συνκ) 1.3 
30. Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων. 
ο πο συ 5, {ι(κ) το” εἲ 
2. Νίκ) «ουν (ήχκο”” ο δ. Νικ) 5 (αχ”.βκεν) "εἳ 
ο ο ο μα 
4. α(κ) - ημζημκ”) Β. εί) 54 σνη 


81. Να υπολον 


1 Εκ) 5 
2. Είκ} 
32. Αν (κ) 5 


Δείξετε ὁτ 


Σρι 


Τ6 





ἴσετε τις παραγώγους 4ης τάξης των συναρτήσεων 
ο” πχ 8, τα) Ὁ κε 
ΧΤηΧ 4. Εκ) - κλεῦ 
αχ εβκ εκτ ὄκέκεχεζ µε α 0. 
: ͵ 8 
εσίκ) - δε ο)ν-ἡγε) (ος αμ) 0” 


ο) τη (0) «Ε(0) 


33. 


38. 


35. 


46. 


31. 


38. 


39, 


40. 


ΜΕΘ' 
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Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων: 

1 Εκ} - καί 2. Εκ} 5εφημ” κ) 

8. Εκ) ημ"ζημκἍ) 4. (κ) 5 ἹπῦζημκἍ) 
΄Ἔστω οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις { και ϱ µε 

{ία} τ κλσκλτκιὰ και ο(κ) « τᾶσξνο 

Αν ν κΕΒ είναι Ε(κ)εκκς φ(κ)12κ, Δείξετε ότι 
ε2λεκ κο (2). 

Αν Υ Χ, ΥΕΚ είναι |Ε(Χχ)-{(γ)| ες |κ-ν]ή, 

Δείξετε ότι τ΄ (κ) Ξ ο. 

Αν Ύνα την συνάρτηση 5 ισχύει ν χΕΕ |ή(κ)| εκ δείξε- 
τε ότι Ε΄ (κ) - 6. 

Λείξετε ὁτι αν η 8 εἶναι παραγωγίσιµη τότε 

ώς ος ΣΙΕ- ΣΕ) ΡΕ Ε.(5) 

1. 

Αν Υ κεί-1»1) ισχύει κ-χξ ςΕ(κ) «κεκΣ τότε υπάρχει 
Τ΄(0) και ισχύει Γ΄ (0) Ξ 1. 

θεωρούμε την συνάρτηση {: ΕΕ παραγωγίσιµη σ΄αυτό. 
Δείξετε ότι: Ἰϊπ [ΧΑΚ Γ ΑΞΛΙ) ος (νεο 

ε.α 

νκεΒ. 

Εάν ἡμὅ «είς ο 2) Νκεπ. Δείξετε ότι υπάρχει η 
ρ.(0). 
ΟΔΟΣ 


Σε θέματα που µας ζητούν να βρούμε την νιοστή παράγωγο 
µιας συνάρτησης { ἡ ποι ζητείται να δείξουμε ὐτι η νιουσ- 
τή παράγωγος της Ἐ εἶναι κάποια παράσταση. 
Εργαζόµαστε µε τους παρακάτω δύο τρόπους: 
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| 1} Βρίσκουµε μερικές απὀ τις αρχικὲς παραγώγους ἵη -ἔπ- 
8η κ.λ.π. απὀ την µορφή που έχουν υποψιαζόµαστε παιά 
τθα εἶναι η µορφή της ψιοστής παραγώγου και αυτό το απο- 
| δείχνουµε µε επαγωγή. 
43] Ἂν µας δίνεται ποιός είναι ο τύπος της Υιοστής παρα- 
[. νόγου της { τότε επιβεβαιώνουµε την αλήθεια αυτού µε ε- 
παγωγή- 
141} Αν η για απόδειξη σχἑση περιέχει την Τη-2η-3η-κ.λ-π 
| παράγωγο της τότε τις υπολογίζουμε απὀ τον τύπο της { 
καὶ τις αντικαθιστούμε στα μέλη εκείνης που θέλουμε να 
Γ αποδείξουμε. 


| Τα θέµατα που ακολουθούν 8α κόνουν ποιό κατανοητή τη µέ- 
}. θ0δο. 


ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


Θέμα 1. Κα βρεθεί η γιοστή παράγωγος των συναρτήσεων µε τύ- 
πους: 





1) Εκ) - εἲλ, κ 111} Εκ) Ξ συνίαχ), αξΚ 
α1) τί) - Ἱπκ Ίν) εἰκ) 5 ηµίαχ), αελ 
λύση: !) Βρίσκουµε τις αρχικές παραγύγους της { καν είναι: 

ϱ΄ (κ) -κεᾶ, Ε (κ) ς κλονδ, εκ) 5 κὶεῖῖ. 


Από τις παραπάνω σχέσεις υποψιαζόµαστε ότι η ννοστή παράγω- 
γος της { θα έχει την µορφή :/")(κ) - κ’εΣ, νεν” (1) 
Άρκεί να αποδείξουµε ότι Π (1) ισχύεν ν νΕΝ3. 

Μεν - ἵ ισχύει γιατί εἶναι {’ (κ) 5 κ εἲἲ 

Δεχόμαστε ότι µε ν - 9 ισχύει {{5)(κ) - κὀαῖ” (2) 


Και θα αποδείξουµε ότι µε ν - ρ.! νσκύει 

ε(ρν λα) ς κος (3). 

Βευρούμε την σχέση. (2) Και παραγωγίζουµε τα µέλη οπύτε εί- 
ναι: 


έν) - κε λ(κκ)" ς κ) 1ο)” δηλαδή η (3). 
Επομένως η (1) ισχύει ν νΝΕΝ” και η νιοστή παράγωγος της 


εἶναι εἰ λα) τ κοὈΒ. 
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14) Βρίσκουµε µερικές αρχικές παραγώγους της { και είναι: 


ο ο” 1 δν εθίρ --ξεᾶν 


5 (02 ὰδ κιλνπι 


Από αυτές υποψιαζόµαστε ὅτι η Υιοστή παράγωγος της { έχει 





τύπο εἰ νλ(κ) - (να ιν. ον ΝΕ ΝΑ (1) 
Ἐέναι αρκετό να δείξουμε ὁτι η {1} ισχύει Υ ΝΕΝΑ. Γιαν - 


3 ὰ ἀσχόεν γιατί εἶναι Ε΄ (κ) --ἲ-, Έστω ότι για ν - κ ισχύ 
ει ελλ) - («η ὰ «Κ.Ε (5) και ος πλοδεἰεοῦμε ὅτι για 


! 
ντ κα «σχόει ελλ) - (κλπ αστ- ῶ) 
Ἂν παραγωγίσουµε τα μέλη της (2) έχουμε 
πμ Ἡ κα". 


5 (κ Ἠ κ Ελ ε(σκ) πο ἶγς στ (κκ τν» 

5 (Ξ)ΧΕΕΓ δηλαδή η (4) 

ρα η {1) εσχήει Ν νΕἩΧ και επομένως η νιοστὴ παράγωγος 
της {είναι Γκ) τ («01Η 

141) Οι αρχικές παράγωγοι της { είναι αντίστοιχα 

ΕΤ) τ (αχ) ᾽ημίακ) - -αημ(ακ) - ασυν {5 νακ) 


ΠΟ) ντα ἆ νοκ) ημί-ὅ-κακ) τ -αἴημι-ᾶ-ναχ) - 
5 αἲσυνί ἆλνακ) κ.λιπ. 


Από την τ΄και Ε' υποψιαζόµαστε ότι η νιοστή παράγωγος της 


ἔα εἶναι: ε(’){κ) - αὐσυν( 3. πακ) ννεν». 


Πράγματι για ν 5 1 ισχύει γιατί εἶναι Ρ’{κ) « ασυν( ᾖ- νακ)- 
5 ταηµακ » α συνί-7-.αχ) 


΄Ἔστω ότι για ν 5 κ ισχύει: ε”)(κ) - αχσυγι Ὁ)  κακ) (1) 


Και θα αποδείξουμε ὁτι και για ν - κα ισχύει: 


ελ κ ακεᾶρυνι (κτλ μα) (2) 
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Ἂν. παραγωνίσουµε τα µέλη της (1) έχουµε: 


Εκ) ε-αλς σἩ κακ) Ίημί }- ακ) ο τα" Ἱ"αμί ἳ- 'ακ) - 
5 αἲ Ἱσυνί -ἳ-ν ο)  -ακ) - αἲ "7συνί ΕΚΏ κακ] δηλαδἠ η (2) 


ἾΆρα η { ἔχει νιοστή παράγωγο την ΕΙ") (κ) - 

- αἴσυνί Σ- "αχ)- 

1) Βρίσκουμε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της {. 
Είναι { (κ) (αχ) αυγ(ακ) " ασυν(ακ) - αημί-2. 'αλ) 


και Εἰ (ο) » αἱ ᾖ-νακ)΄συνί ο "ακ) αἴσυν(-ἕ- τακ) - 


εαξημ(2 Ἡ νακ). Από αυτές υποψιαζόµαστε ότι 4 γιοστὴ παρά- 
γωγός της εἶναι 4) (κ) 5 αἵημί } αχ)ν ν ΕΝ (1) 

Πράγματι για ν - { ισχύει γιατί είναι Ε’ (κ) - σημί -- "αχ): 
-. ασυν(αχ] που ισχύει. 

Ἔστυ ότι για ν 5 κ τοχύει ΕΝ (ὰ) - αἲημί αμ νακ) (2) 

θα δείξουμε ότι για ν - κά ισχύει 311) (κ) : 

5 αλ ημί (ΚΗΣ αχ). (8) 

Αν παραγωγίσουµε τα µέλη της (2) έχουμε: 

ϱἴλλαλ) - αλ Ὁ κακ) ΄συνί Ἂμ- κακ) 5 

«αλλ λουνί μι νακ) - αἲ παί «ΕΛΗ)Ν αχ) δηλαδή η (3): 

«Ἆρα η {1} ισχύει Υ ν ΕΝ" και επομένως 4 νιοστή παράγωγος της 


Εκ) τς ημ(αχ) είναι α τί") (κ) - αὐημί -ἳ- τακ). 


Βέμα 2. Να βρεθεί Π νιοστή παράγωγος των συναρτήσεων 


ϱ εκ) τα ΠΚ αν ο τς 


1) εκ) - ἸπίΑκετ) ο - 





κΚ-λχ 
Λύση: {) Ἀναλύουμε την Τσε άθροισμα μερικών κλασµότων. 
ο ο ο 


Είναι εἰ) ται στ ιᾶ 


(κ-Ώ Γκκα) (παν 
ο θχοΙ 
(κ- 1) έκνα) 
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“Αρα πρέπει {Λ.ΒΞ 0 Λ4Λ-Β 51) (8 - -ᾖονΑ 





και η Ε γράφεται: Ε(ὰ) κ. [ατ τσ]. 


Ἔχει δε πρώτη παράγωγο Τ’(ά) τα. [ταν [σα] 3 
τση στ της τί} } καὶ δεύτερη 


επών συ ας πέπα τοσα] - 
. 1 1 1 
κ) Ἠεν τε πῃτ - του 
Απὸ αυτές υποψιαζόµαστε ότι η νιοστή παράγωγος της είναι 
ο Ελ λσ ο ο. 


Πράγματι για ν - Ί ισχύει. 
"Εστω ότι για ν Ξ κ ισχύει 
ο ευ κι [κκ τρ) (5) 
Και θα δείξουμε τι για ν - κ εσχύει: 
(κα 

εκδ κ ο)  ζκνη αυῃκεττ η]. 9) 
Αν παραγωγίσουµε τα µέλη της (2) ἔχουμε: 

1 κ παρκ ζωής ο 1 1 
ερ εξ καλη πετ σσ] τ 


ο Πα πμ. 


«η Ἅ ὀακινξ πο με - ααῖκα 1 ν Απλαδή την (4). 


"Αρα η (1) τοχύει Υ ν ΕΝ’ και επομένως Π νιοστή παράγωγος της 
{είναι ῃ (11. 


11} Βρίσκουµε µερικὲς αρχικές παραγώγους της Ε και έχουμε 
ε 4 η ο ἅλ. 

ιτ ρα ο ΟΡ Πποῃ.. 

Επ τα ΗΓΓΣ Ώντ ΑΟ 2) (ρνῃν 


Ἀπό αυτές υποψιαζόµαστε ότι η νιαστή παράγωγος της { είναι 





ο λα τμ 


Πράγματι αν δεχτούμε ότι για ν 5 κ ισχύει 


εδώ ς δικη σε στὰ Ἱατμ 2) ᾱ 
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τότε µε παραγώγιση των µελών της (2) έχουμε: 


αἲ 4 
αλλ) Αλ (κ Ες Ἅ λεσκ) τακεπτ - 


χγα κ 1 

ο σκε(-)ὴ ακῃετ 

Δηλαδή η (1) ισχύει και για ν - κγ]. Επομένως ισχύει για κἀ- 
θε φυσικό αριθµό. ᾿"Λρα η νιοστή παράγωγος της ἓ είναι η (1) 


11} Είναι (κ) - επ.» ο τα. 


ο σηκ7 Ἐς (1 εμέ 
ω λος 
επῳ ανω ο. 


Απ όπου υποψιαζόμαστε ὁτι η νιοστἠ παράγωγος της { είναι: 


ᾱ 
ολο σσ δν Έήνττ κ "ὸ, νΕΝ" (1) 


Πράγματι αν δεχτούµε ότι η {1} είναι αληθινή τότε µε παρα- 
γώγιση των µελών της έχουμε; 


εν κ ην. τα ῃβνττ ( 
τοην ὤν. Ην πδτινκς 


την ο σἨρεκ τὰ νεα) 


«εξ ο. 





ανα σος 





Επομένως η {1} ισχύει Ν νΕΝ. ΄Αρα ο τύπος της νιοστής πα- 
ραγώγου της { είναι ο (1). 


Ἵν) Βρίσκουµε µερικὲς αρχικές παραγώγους της {. 


σος ας πο μμ ην 
Είναι (κ) 5 τκς κκ) Εκ) τσ τκςλκ τον) τ ρλτι: 





θμος 
ο κτλκ)ν. 
Απ᾽όπου υποψιαζόµαστε ότι η Υιοστή παράγωγος της { είναι: 
ν 
ελ πλ, γεν 
Πρόγματι αν δεχτούμε ότι η (1) ισχύει τότε µε παραγώγιση των 
µελών της έκουμει 
εντ κ ον ΙΑ" (να1) (κ λα) (κ-λκ)  ς (νΑΗΙΛΥ1Σ 
(κσλκ)δνὰ (α-λκοτ 
Ληλαδή η (1) ισχύει και για ν Ξ νε! επομένως Ν νΕΝ" 
"Αρα ο τύπος της ψιοστής παραγώγου της { είναι ο (1). 
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θέμα 3. Αν οι συναρτήσεις φ και 9 εἶναι ν φορές παραγωγίσι- 
µες και α,βεΒ. Λείξετε ότι η συνάρτηση {µε Ρ(κ) - 
5 αφ(χ)«βο(χ) έχει νιοστή παράγωγο και είναι: 
αὍλ(α) τ αφ.” (α)1θ9  δ) (1). 
Λήση: Γιαν - Ί ισχύει Ε᾽(Χχ) Ξ αφ (κ)βς (κ). 
Ἔστω ότι για ν - κ. ισχύει Γ.Ν.) (κ) ς αφ" 00 
«βαἩ Ὀ(κ) : (2). 
Ἂν παραγωγίσουµε τα µέλη της (2) έχουμε: 
Ε(δ{ς) τ αθίκ) (ὰ) «βο 3) (κ). 
Δηλαδή η (1) ισχύει και για Υ - κ µε την προὐπόθεση ότι ισ- 
Χύει για ν - κ-]. Επομένως ῃ (1) ισχύει για κάθε φυσικό. 
“Αρα η νιοστή παράγωγος της 6 είναι η (1). 


βέμα 4. Δείξετε ότι η ν-οστή παράγωγος της συνάρτησης 
τα) τ πμ'χεσυν χ. είναι: ϱ/")(ὰ) -α ν 1λουν(ν 7 κὔκ) (1) 


Απόδειξη: Για ν -! ισχύει γιατί: 
Ε΄ (κ) - Δημ)χσυνχ-ᾶσυν Ἱχημχ - 2ημχ[2ημκσυνκ)- 
-2συν Ἰκ(2ημκσυνκ) - 2ημ2κ(ημ2κ-συν2χ) - 


5 -ΞημᾶκουνΣκ - -ημᾶκ - σωνί--.ἀκ) - 

5 αἳΊσυν(1 -δ- κ). 

"στω ότι για ν - κ ισχύει .Ν) (κ) - αἲ Ίσυν(κ ἂν) (1) 
θα δείξουμε ότι για ν - κε! ισχύει 

ΕΛΑΣ τς 4λσυνί(κ»1) -ᾱ- κακ) (2) 

Αν παραγωγίσουµε την (1) παίρνουμε: 

ϱΜπα λε) ντα σημίκ δι Ακ) τ Αλσημ(κ ὃ 4) - 


5 αλσυν( (κ. 1) -ὂ- Ακ). Δηλαδή την (2). 
Αρα η (1) νσχύει Υ νε” 


θέμα 5. (Πρόβλημα 161017) 
Ἂν οι συναρτήσεις Φ και ᾳ έχουν παραγώγους τάξεως (ν1) 
τότε και η συνάρτηση { «9 ἔχει παράγωγο τάξεως (νε1) 
και ισχύει: 
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ειν) ο. ὦ κα, ν ο 129: μα, ο ορ ενε 


ο ο.) 1ϱ 


ο 





Λύση: Για ν - Ί ισκύει γνατί είναι: Ξφ΄οιφᾳ 
΄Ἔστω ότι για ν Ξ ν ισχύει η {1). θα δείξουµε ότι και για 
τν υσχύει. Αν παραγωγίσουµε τα µέλη της (1) έχουµε: 


(ν- 


ντ ς (ο ο) επ (φον ο) αννννίσς 





ον Ὀρροίνα”ς ᾱ- (ο να κ ν-) ελφφανηλον 


α) }λενφα 


κ φον σιφα ο ν[ς ὁ ες 1ο] ο Τεν ή 





ο μα. 
φιλοι μμρίώφοι να, πο τν } 
φ ο" λκφο 1), 


Ἀπλαδή η (1) εσχύει ν ΥΕΝ” Επομένως η νιοστή παράγωγος της 
Γ εἶναι η (1). 


θέμα 6. Αν Είκ) -1Χ δείξετε ότι: 


αν λο τ (σον ἀπκτ αν ἆ ενενκ μ.ο]. ο) 





λάση: Για ν -Ί ισχύει γιατί είναι: ε΄(α) - 1.ῑΦΕ ο 
5 (:Ώ) ἆπ. (Ἱηκ-Ί]. Ἔστω ότι η (1) για ν 5 ν ισχύει. 
Παραγωγίζουµε τα Μέλη της (1) και έχουμε 
αντ ς τς ΩΝΝ ΗΑΕ. [πηκε (ης ἁτεεννε ασε 
κ 
ὦν ο  ς εαν ντ] ανν μτ. 
ος ΗΕ ραιαἩ η} 


(ΕΟΝ ΟΝΣΕ Ε παν ᾱ εννωκ ασε φαν). 


1 
γε] 
Δηλαδή η {1) ισχύει και για ν Ξ ΝΑΙ επομένως και για κάθε 
νεν. 

θέμα 7. Δίνεται η συνάρτηση { µε τίπο (κ) - οὐ) συν(αημα]) 


Δείξετε ότι { Υ) (κ) - ολο συγ(κηµαννα)} (1) νεΝ: 
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Λύση: Για ν - 1 ισχύει γιατί είναι: 


χσυνα͵ 


δ) (κ) 5 οὖ ον (χσυνα) "συν (χηµα)-ο ημίχηµα)ημα 5 


5 ϱὔ ον  [συνασυν (χημα) -ημ(χημα)ημα) Ξ 


"Εστω ότι για ν 5 ν ισχύει η (1). 
Τότε αν παραγωγίσουµε τα µέλη της {1} παίρνουμε: 
νε] ς εὔσννα 


Σσύνασυν (ακκημα) 


(κσυνα) 'συν (χηµαενα)- 


-α σσ νδημ(χηµα να) (χηµα να)’ - ο  (συνασυν (χηµα να) - 


-ημαημ(χηµακνα)) - ασ συν(κηµα»(νε1]α). 


"Άρα η (1) ισχύει και για ν Ξ ν»Ί επομένως Υν νΕΝ: 


θέμα Β. Δίνεται η αυνάρτηση {: Β-Ἐ που έχει παράγωγο κάθε 
τάξεως, για κάθε χ, γΕΧἩ ισχύει: 
(κ) είν) - -(κ-γ)ε(κ)ε(ν) (1). 


Δείξετε ὅτι: Γ{Ν)(κ) -(-1) ήν! [ε(κ)] 1 ν νεν"(2) 
Λύση: Ἡ {1) µε κ Υ γίνεται: 
Σἰκ)ΤΣΟ) . -Ε(κγΗΙΥ) (3) καὶ επειδή η Ε είναι παβαγωγίσι- 


µη είναι και συνεχής στη θέση γΕΒ. Αν εποµένως πάρουµε ὁ- 
ρια στον τύπο (3) µε κ-γ έχουμε: 

11η Σον) 5 -ἩΙπε(χ)ε) 5 ε) - -εἶο) νΥγεκΣ 
. τ 


β) (ο) 5 (- 1Η ΕΖ(Χ) και η (2) για ν - { τσχύει. 


"Εστω ότι για ν 5 ν ισχύει η (2). 
Τότε µε παραγώγιση των µελών της ἐχουμε: 


εἴνταλρ) κ Ον (νε [ει] νε) - 


(γε (ν Γεοο) κ ελ τὴ ον Γευο1ὴ ή 
Δρα ῃ {2) ισχύει και για ν -ν! επομένως ισχύει Υ νεΝ’ 


Βέμα 3. Λίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χχ) - κημ’ Ἱ-- 
Λείξετε ότι η { επαληθεύει την εξίσωση 
α2(κ) κε (011 τς εκ) (πτσυν" (1) 


Λύση: Βρίσκουµε την πρώτη παράγωγο της Ε και την αντικοθισ- 
τούµε στην (1) 


86 


χ 


Είναι Ε (α) 5 Ακημ) ἆ- (πμ) - 


5 ἐκημὸ συν ᾖ-{-ᾳ-)) - κημ' -ς-συν -ε- και η {1} γίνεται: 
ο ο ο ο .- 
Ξ κλημ) --αμῖ -ᾱ- τ (κ) (Ίτουν ᾱ- ). 


ἵµα 10. Αν Είκ) -κ2]ηχ-«26(Χ) εκ” - κε" (κ). 
Λύση: Βρίσκουµε την παράγωγο συνάρτηση της Ε και αντικαθισ- 
τούμε στην προς απόδειξη οπότε έχουµε: 
Εἰ} 5 2κΜηκοκή ἆς θχ]ηκακ. 
Και η για απόδειξη γίνεται: 
26(χ] εκ” 5 κ(2χΊηκεκ) Ξ Αχ Ἰηχεχ”, που εἶναι αληθινή. 


θέμα Ί1. Αν ΕΙ) «κα πα (κ) -(1-κἍΕίκ). 








λος: εὔαι αρ τα τ]-- 
εν ν 
σε Ἔως νο ρω, 





. 


“Αρα ΧΕ΄(Χ) 5 χε (1-1) 5 (1 κετία) 


θέμα 12. Αν Εκ) τ Ἱπγὸς - Χγ ο) 5 οἱ Ἡ) 


Λήση: Ἡ παράγωγος συνάρτηση της Τ εἰναι: 


τσ) τ α-Π πο)  τ τπτ καὶ η για απόδειξη γίνεται: 
ατα λες ς αδτ εἩ τσ - οἳ ) και λογαριθµίζοντας -- 
Ίπί μὸκ } στ Ε(α)Ίπο 5 Μ{κ) τ Ἱπς γόπ-} γιατί Ίπο - 1. 


ἔμα 13. Εάν Ε(χ) - ϱημᾶκ δείξετε ότι: Ε΄Τχ) -2Ε/(Χ) Μ1οτ(α) - 
5 26”ημᾶχ (1) 

Λάση: Βρίσκουµε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της { και την 

αντικαθιστούμε στην (1). 

Είναι Ε΄ (κ) - εημθχεεῖσυν(3χ)(3Χ)’ - 
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5 οΧ(ημΆκεᾶσυν (3) (2) και Ε"' (κ) - εὖ(ημᾶκν3συνᾶκ)ν 
«οχ (3συν 2χ-θημᾷκ) - ο" (6συνᾶκ-δημᾶκ) - δε” (συνᾶχκ-ημᾶκ) (3) 


Μ (1) λόγω των (2) και (3) γίνεται: 

θοἈ(συν2κ-ημχ] -263 (ημ3χ: 1συν κ] «1067 ημᾶχ - 

5 263 (3συν3κ-3ημᾶχ-ημᾶκ-3συν 3χαδημ3χ) Ξ 38Λημᾶχ. 

θέμα 14. Λείσετε ότι η αυνάρτηση {µε Μ(χ) «ο ῶνε 
επαληθεῦει τη σχέση 4χ{ (κ) 12 (χ)-ε(κ) - ο (1). 


λύση: Βρίσκουµε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της { και αν- 
τικαθιστούµε στην (1). 
1 -- Για -ᾱ 





Είναι: Ε΄ (κ) « ο’ ὶς - ο πριν -π ία Ἐ αθὶ 

ό αν πα ια 
κι στοο τἩ πό ασε ντα σης σπρ) 
πο 
Ν (1) λόγω τν (2) και (4) δίνει 
ο ο ο... 
ΛΛΥΤΑ. ΘΕΜΑΤΑ 


1. Να βρεθεί η νιοστή παράγωγος των συναρτήσεων 
1) Εκ) τ ημκ 1) Είκ) στ συνκ Τ1) εἰ) 5 λο)Χ,λΕΕ-(61 


2. ᾿Όμοινσ των συναρτήσεων: 


1 Εκ) 5 ημαχεσυνβα πο... 


κ’ «Αχ 2 
11 ε) 5 ηµῖα ΥΕ σα) τσ χε 
1111 Ε(Χ) 5 συν{χ ΤΗ) εί) αξ ια» 
(νε) τῇ ΥΕ εκτ (ατα) (κ-β)νν ΥΕΝ" 


3. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι τετάρτης τάξεως των συναρ- 
τήσεων πε τύπους: 
Εν Εκ) τ οἳ Ίπκ δ. Είκ) 5 α ὅημα 
2. Εκ) τ κὶοὶ δ. (9) 5 χο”. 
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4, Εκ). χλεν 7 Εκ) 5 δημκαΤΊηχ 
4 Εκ) 5 κΊηχ 8 Εκ) - κ2τηκεδε” 


» 


Δείξετε ότι η νιοστή παράγυγος της συνάρτησης ἓ µε 


(κ) τα στ τῖς είναι εἰ ὸ(κ) «νι Όσες 


τἜ Τα} 


δ. Όμοια της συγάρτησης µε τύπο {(Χ) 


. 
πα 


εἶναι εν) «- [πσκΙσς ο) Ὠτκ) 


κκ 51 





α 


Δίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση ἔ µε Εκ) - ακνε 


μα. κ” Ἱκενεπαλχλαν µε ας 0. Δείξετε ότι η τάξεως ν 


(ν)- 
παράγωγος είναι. Ε9) για, 


7. Δείξετε ότι η νιοστή παράγωγος της Ε µε Βίκ) - ημῖκ 


ο ο ο ο 03 


8. Εάν Ε(Χ) Ξ ασυγχνβημκ και 4(κ) - αημκ-βημκ.Ναυπολογισίεί 


η παράσταση Ό(Χ) -Τ )(κ)α (κ) ελιά νο). 





9. Εάν Ε(Χ] «κΣεᾶ δείξετε ότι: Ε{3)(0) - («Ην μηνα] 


-ᾱ 
γν ναδ. ο. 





10. Εάν ε(α) κ” 1οἳ δείξετε ότι: (κ) - (-)” Σ) 
πα 
νΕενΝ. 





11. Εστω π συνάρτηση 1 µε Ε(Χ) - ημδχσυν2χ. Δείξετε ότι!; 


εν τα Τημς '} εὔκ)ν-ς 9ύσυνί ὍἩ- νὰκ). ον 


12. εάν Εκ) Ἰπ[κκκ-δ) δείξετε ότιτ 
ο ο ας ο” 


τ 


14. Αν Ε(α} 5 Ἰπ ῃὲς δείξετε ότι: κξ΄(κ) «1 - αἲ Ἡ) 
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κκεροτακ 
14. Αν εκ) τσ. δε δείξετε ότι; κγ” ε28’-κέχε - 0 


18. Αν εἰ) τσυναςν Χίο, ή.) δείξετε ότις τες 3) 


ε-ί 


16. Αν τα) ο(πλκλτ ν τότε Ε΄{6) - 6 
11. Αν Ε(κ) 5 χἔΤηκ, τότε 25(κ) κής κκ) 

18. Αν εκ) 5 /κε/Τοκή, τότε 41 εκ 1) (κ) - εκ) ακβ” (κ) 
19. Αν Γ(κ) -αεξΣεβχεξλεε, τότε ο” -Ε” (κ)-4) (κ) 1δ1(κ)} 
20. Αν {κ} - κἈνκ(-Ίπκ) δείξετε ότι: Χζ Γκ) τ 1 


21. Αν εκ) - /χεύτεκΣ δείξετε 
1} εκ) -2/ΤΕΧΣΕ (κ) το ΤΙ) 41 κκ) (κ) κε ασ τ 


22. Εάν Ε(Χ) Ξ ασυγ(1ηχ)«βηµί(]πκ) δείξετε ότι 
κε (κ) αχ ()κείκ) 5ου 
23. εάν Γκ) 5 κ Ίπκ «κε (κ) τ κανε) 


ΓΕΝΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 
θέµα 1. Δίνεται π συνάρτηση Τ µε Γκ) - Χ’/νΕεΝ. Αποδείξε- 


: ὁ κ) 
τε ότι: ε{1)« ΣΠ ΑΕΕ ὁ, νε ΕΡ.. 2". 


Λάσηι Η ἔίκ)  Υκὴ τν η εἰ (κ) συν Οκ. ἓν ευ 
ανν) (ν 2) κν ὀνενν μες λ() τ ν(ν- 9-2) 
µε κΕΝ και κΞν. Μετά από αυτό είναι: 


(ν-κετ) κ 





ως 


εἰς ν να Ες) ο ΝνΥΞΗ) γν-ο 
πι Ὅ τα ον ο μΕ ν Ὕμρεν κ! 


μέλαν νακκυ αντ 
φ ” (ν) 
ρα Εκ) πε. (Ρ. ο ου ον 


ο ντ 
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Από αυτήν για κ-Ξ Ί, εύκολα παίρνουμε την σχέση που ζητοῦ- 
µε για απόδειξη. 


θέµα 2. Δείξετε ύτι αν για µια συνάρτηση {: ({-α,α) »Β ισχῖ- 
ει: 1) ε(κ) εκ) 9 Ε΄ ία) - -εἵ(-κ), ἕκ,-κξ(-ανα) 
11) εκ) τ τε(-κ) 5 ε (κ) - εἰ-κ). Υ κ,-χεί-α,α) 





Λύση: Ἰ]) Παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη και επειδἠ το δεύτε- 
ρο µέλος είναι σύνθετη συνάρτηση έχουμε: 

αα) 5 εἰ (κ) (κο). -- ει) - -Ε(-κ) 

11) Όμοια µε παραγώγιση των µελών έχουµε: 

τα) 5 ἱσεσκη)τ τε (κ) (κ) ευ 5 εἰ (κ) 


θέµα 3. Αν µια συνάρτηση {: Ἐ »Ἑ είναι περιοδική µε περίἰο- 
δο ΤΕΧ-{0} τότε και η παράγωγός της είναι περιοδική µε 
την ἴδια περίοδο. 


Λύση: Γνωρίζουμε ὅτι για µια περιοδικἡ συνάρτηση ισχύει 
Έκετ) - Εκ) Υ κητ, κΕ3[Ε) και αν παραγωγίσουµε τα µέλη 
Έχουμε: Ε΄ (κατ) (κατ) - Εκ) 5 Ε"(κ) - Ε(κετ), 


Θέμα 4. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε 
τίκ) 5 (χοσς) Σι) ενα, όπου Ζᾳ.71, 
ρίζες της εξίσωσης 1ν 5 1. 
Λείξετε ότι ν{(Χχ)-χε΄ (α) -ν” ν κε. 





Λάση: Επειδή οι βάσεις ΧάΣηι ΧἨδλν.««ν Χ12νι είναι εν γὲ- 
γει µιγαδικοί δεν μπορούμε να παραγωγίσουµε την Τ όπως εἰ- 
γαι δοσµέγπ. Γιαυτό κάνουμε τα αγαπτύγµατα και έχουμε: 

κὶ 2χο 


Εκ) τν (ανα κἲτλχον ὄλενν εδ) 


ανν κ ντλκνε ος κν Σελεννκεξ]λννων 


Τ 
αιδε δν ντα 





ν(ν-Ώ) ον-2ς 
πο ακὁ .9. 


ντα 


)- 





ν 
ν-α νι 


µ νν.ν ον-α Ν (ντ Έ) νοκ ὸ να . 
Αα νεντα ο. -- Τις Χ (2. ἄλλνν κ Σνη) 


ανννκ αλ καγκννν καν ο) 5 νκύεν γιατέ εἶναι αἲναγνιι ικαν 


α ν ν-α 
5 Τε Έχε Εἳ 5 ν και ο ο μα Ξ0 µε Ίςσκσκν-ίι (1) 
Πράγματι η (1) γίνεται: (29) α(2η) Ἠκνννκ(σΥ λ 5 
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κιν νγκ 
κα ες εκανε τ.μ. -ο 
Αν παραγωγίσουµε την 5 έχουμε {/ (κ) - νέκ” ὁ 
Και η αποδειχτέα γίνεται: Υ(Υ χεν) -κ(ν κ] 


αν χνκν2-ν κ” 5 ν-. Δρα ισχύει ἕ κεΒ: 


(κ) κε" (κ) - νὸ. 


θέµα 5. Από τὸ γνωστό άθροισµα της γεωμετρικής προόδου: 


αντλνη 
Τκεκένονονκὺ ο ποτ (αν Ώ) (4) 
Χα βρεθούν τα παρακάτω αθροίσµατα: 


Σι -Ι2χκχέεςς ενκὴ } 
2χΥ-1 


Σι - 12 122χεβλκληνν εν κ 


Λήση: Επειδή ο (ΛΑ) αληθεύει Υ κεΒ-({1} και αν εξισώσουµε 
τις παραγώγους αυτών τῶν µελών της ταυτότητας θα έχουµε: 


κ ορορι ρ 

Σι -1δκοθκλκννν κανα τ Χρ. ας 

Πολλαπλασιάζοντας τώρα αμφότερα το µέλη επ[ χΧ παίρνουμε: 
νεος ναι 

ο ο --ὪὪ-- 


Και παραγωγἰζοντας αμφότερα τα µέλη παίρνουμε: 


νεος Ίπατ(ν 1) 1κνς (2Υ2νδν- 1) κ τν κ: 
(1 σκ)ὴ 


ο ο. 


θέμα 6. Αν Ρρι,βι.β: Ρίζες διαφορετικές της τριτοβάθμιας ε- 
Ἐίσωσης ε(κ) - 0 δείξετε ότι: 
α κ. ς Ἡ 1 
ϱ σα] Τκτρι | χ-ρε 
ο δισ : 
ποσο πόρο το 
Λύση: 1) Γνωρίζουμε ότι το {{κ) γράφεται: 
(κ) 5 αίκ-ρ:)(χ-ρο](χ-ρς) (1) --- 5) (κ) τ α(κ-ρε)(χ-ρι)” 
παἰκ-ρι) (κ-ρο)ταίκ-ρι)(κ-ρ.) 2) 








Αν διαιρέσουµε κατά µέλη τις (1) και (2) έχουμε: 
πριμ κος. 

τσκ) κτρι αρ Χτρα 

14) Ἔχουμε όπως ξέρουμε Είκ) 5 ε(χ-ρι)(α-ρε)(α-ο.) (ο ἑ 0) 
Τότε όµως: Ε΄ (Χ) - ε(κ-ρε)(αχ-ρο)1ε(χ-ρι) (κ-ρ.)1 
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αε(χ-ρι)(κ-ρο). 
Επειδή Γ΄ {ρι) 5 ε(ρι-ρο)(ρι-ρ1)ν Ε (ρ0) 5 ο(ρε-ρι){(ρ2-ρ1), 
τρ) 5 εἴρα-ρι)(ρ1-ϱ2), το πρώτο µέλος της αποδεικτέας γί- 





« 


ε. -ἱ 
νετανε τρ πρι Ἔπρι) ο { 





ορ 


ο Ρ σὲ 
ατρτοι)ζρι-θ.} " (δι-ρι)ζο,-ρι)) ”ᾱ 





θέμα 7. Δείξετε ότι αν η πραγματική ρίζα ϱ του πολυώνυµου 
τία) είναι πολλαπλότητας κΕΝ"τότε η ρ εἶναι ρίζα της πα- 
ραγώγου µε πολλαπλύτητα κ-!. 
Με βάση το παραπάνω δείξετε ὅτι το πολυώνυμο {ίὰ) - 


5 υκν Ἱ-(νε1)κ”«1, ΥΕΝ διαιρείται ακριβώς µε το (κ-1) . 


Λάση: Γνωρίζουμε ότι αν ο αριθµός κ |- ρ είναι ρίζα ενός πο- 
λυώνυμου µε πολλαπλότητα κ τότε το (χ-ρϱ)" διαιρεἰ το πολυά- 
νυμµο, 

Άρα Εκ) - (κ-ρ)"Πίκ) (Πίκ) το πηλίκο που είναι ακέραιο 
πολυώνυµο του κ). Αν παραγωγίσουµε τα µέλη έχουµε: 

εἰ) 5 κίκ-ρ 1 ΤΠ(κ) κ (κ-ρ) η΄ (ὰ) Ξ 
Ξ(α-ρ)ἉτΣΓκη(κ)(Χ-ρ)Π΄ (Χ)1 5 (α-ρ)Ά  1Πι (κ) όπου 

Πε (κ) - κΠίκ)κ(κ-ρ)Ώς (κ). 

Δηλαδή εἰναι ο{’(κ) 5 (κ-ρ)Ἁ 1Πα(κ) που σηµαίνει ότι το πο- 
λυώγυμο Ε΄ (κ) έχει τον αριθμό ρ ρίζα µε πολλαπλότητα κ-]. 
Είναι δε Πι(ϱ) 0 γιατί αν ἦταν Πι(ϱ) - 0 -κΠίϱ) -0- 
--η ῥ ρίζα του Π(κ) οπότε Π(Χ) - (κ-ρ)Λ(κ) και τότε το 
(κ) (κ-ρ)Ά 1Λ(κ) δηλαδἠ ο ρ θα ἦταν ρίζα του Μ(κ) µε 
πολλαπλότητα κ’! που εἶναι άτοπο. 

Για να δείξουμε ότι το πολυώνυµο {(Χ) -νχ' 
διαιρείται µε το (κ-1}2 αρκεί να δείξουµε ότι το Ί. είναι 
ρίζα του Μ{Χ) και το ! Είναι ρέζα του ϱ΄ (κ). 

Δηλαδή: τί) 50 9 ν-ν-11ἵ Ξ 0 και 

ο ο νὰ ο 1 
"Αρα το (κ-1}” διαιρεί το Ε[κ). 


ν Ἐν τ κ” κι 


θέµα 8. Δίνεται το πολυώνυμο Εκ) - κ΄ ακΖβκεγ µε διπλἠ ρί- 
ζα τον αριθµό ρ. Δείξετε ότι: αρ΄,2βρ.3ν - 0. 
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Λήση: Επειδή ο ρ εἰναί διπλή ρίζα ισχύει Τί0) - 0 και {'(ϱ)- 
50, Αλλά Ε(ϱ) 5 ϱ)ναμ2χβρ«Υ - 0 (1) και Γ΄ (κ) » 3κ212ακνβ 
9 Ε(ϱ) » 3ρ212αριβ - 0 (2). 
Από τις (1) και (2] απαλλοίφουμε το ρ'. 
Πολλαπλασιάζουμε την (1) µε -ᾱ και την (2) µε ρ Και τις προ- 
σθέτουµε οπότε έχουµε: 
-3ρ3-3αρ:-3βρ-3ν - 0 Λ 3ρ).92αρ”.βρ - ὓ-- 
-αρξ-2βρ-3γ - 0 αρξα2βρι3ν - 0. 
έμα 9. Εάν αικαρε..--ᾱς Είναι πραγματικοί αριθμοί διάφοροι 
µεταξύ τους δείξετε ότι η ταυτότητα: 
Άνες 1 ἍνΑνε οὅν.. Ανε νς 0 
µε ΑινΛον.. «Άν ε Ἑ νσχύει όταν και µόνο ὅταν Αι -Α, - 
εκτ Αν 0. 





Λύση: Εάν Λιο"1Χ - 0 προφανώς Α, - 8. Δεχόμαστε ότι η πρὀ- 
ταση νσχύει για ν-Ι το πλήθος προσθετέους, δηλαδή ότι αν: 
Αι. 1«-Αρο "λε... οΑν. ιο ν-αἩ 5 0 εἶναι Α, -Α; 
Ξ.0. θεωρούμε τώρα και την ταυτότητα: 
ΆιοἨ-β, ο” 2ΧΦ.. Αφ. 18 ν 1 Ανν 50 





και διαιρούντες µε εν κα 0 παίρνουμε: 


Αιεί ει ν ανλεε (σε ταν 


Ξ-0 





Ἡ. παράγωγος είναι: (α,-αν)Α. οί 1 ἂν λε ζα, -αν)Αρε  α ον)Χ, 

ο ο ο”... 

Και επειδή έχουµε ν-Ί προσθετέους θα είναι: 

(αι -αν)Αι Ξ Όν {αρ-αν]Α» - Όν.ς.ναν-1-αν)Αν-Ι "0 

αλλά αι ναρκεεκταν διάφοροι μεταξύ τους, οπότε: 

Αντ Αντ εεν 5 Άνια 0 και συνεπώς και Αρ - ὃ. 

θέμα 10. Εάν αινα.»...»α͵ 6 Ἑ προσδιορίστε αυτά έτσι ὥστε 
η παράγωγας της { µε Είὰ) -(α"εαικ” ) 
τίζεται µε το κ’εῖ, νεΝ. 








«ως «.αν)ο” να ταυ- 
αἰγ-1]ανκ ή ὄλννν 
1 ν-2 
Ξ[αμναν (ντ κ 
Και για να εἶναι: Γκ) - κε θα πρέπει: 





Λύση: Εχουμε Ε (κ) 5 πχ) κε (υκ” 





χαν-1) 5 [κνν(αγεν)ὰ 





εενίαννον.τ)1εἳ 





αμιν 5 0 αρε(γ-Ί)αι - 0Ο, εν. αφίαρ.ι 5 0. 
Εποµένως αι - -ν, αι - -(Υ-Ί]αι, αν --(ν-2]αρν.. 
καν γενικώς ακ - -(ν-κετ]α,-ι 


Ον οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη δίνουν: 
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ας 5 (-τ) έν (ν- τν 2) εν (ν κεί) 
Από αυτήν δίνοντας στον κ τις τιμές 1,2,ᾶ,.. «ιν παίρνουμε 


τους αι. να.,. «ανα. 


θέμα 11. Απόδείξετε ὅτι η συνάρτηση (κ) - Ίηκ (κ20) δεν 
µπορεί να τεθεί µε την µορφή 


Ίπκ - ΡΑΕ} όπου Ει[κ), Εε(κ) ακέραια πολυόνυµα του κ. 
Ἀόση: Από την ταυτότητα Ίηκ »Ελὴ µε παραγώγιση παίρνου- 


μεν Ἡ- μη Ὢ. -- [Εκ]: 

Ξ κεί (κ)Εε (κ) χει (κ)Εέ (κ). 

Εάν τώρα υποθέσουµε ότι βαθΕ:(κ) - νΝΕΝ και βαΒΕ.(Χ) -Ξ ν’ΕΝ 
μεν ν΄ τότε το πρώτο µέλος της παραπάνω ταυτότητας θα ή- 
ταν βαθμού ὂν και το δεύτερο βαθμού νεν΄ και επειδή ν ν΄ 
8α έχουμε για τα δύο µέλη διαφορετικούς βαθμούς, ἀτοπο. 

Εάν ν -ν᾿ τότε το πρώτο µέλος θα εἶναι βαθμού 2ν, ενώ το 
δεύτερο θα ήταν βαθμού το πολύ 2ν-Ί και πάλι ἁτοπο. Επομὲ- 
νως η παραπάνω ταυτότητα είναι αδύνατη. 


θέμα 12. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) - ειηµχνερημ2χ” 
ανν τονημ(νχ) γνα την οποία ισχύει [Ε(ὰ){ ς [ημχ] 
Υ κΕΧ. Δείξετε ὅτι: |οι2ενν..«αγον] 51 (1) 





Λύση: Το πρώτο µέλος της {1} είναι η Γ΄(0) - ε,τξσραε.«ε 
1γον (52). 





Αλλά ΤΕ (0) - πα Σα) ία) Γ- [δα 1η Γκ! Ἀμα [οη 


«Αρα ισχύει |αι12ορεΆςρε.. 2νοϕ] «1. 


Βέμα 13. Αν οι ρίζες του πολυωνήμου Εκ) - αχ γβχ7ογχ εὔχε 
3ε µε α 0 είναι σε αριθμητική πράαδο τότε και οι ρίζες 
| της Ε΄ (κ) είναι σε αριθμητική πρὀοδο- 


όση: Εστω ϱ; - ἔ-δω, ϱε 5 ἕ-ω, ϱν 5 ἴτω, ϱι ” ἴγδω οι ρί- 
ζες του Μ(Χ) τότε είναι: Ε(Χ) -αἰκ-εεδω){κ-ἔτω)(κ-τ-ο) 
(κ-ε-θω) - α(κ-ε) -θω2][(κ-ε) 2-ωσ] - 

5 α[{κ-ε)}" -10ω5(κ-ε)219ω3] 
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Ἂν παραγωγίσουµε τα µέλη έχουμε: 
β) (κ) α[δ(κ-τ)1-Σ0ω2(κ-ε)] - 4α(κ-ε) [ίχ-τ)1-Ρω5] - 
5 Δα(κ-τ) (κ-τ-ωνβ) (κ-τνωνϐ) 

Που έχει ρίζες τις κι " τ-ωήδ, χε -τ, κ - τευνδ 

Προφανώς ανήκουν σε αριθμητική πρόοδο µε λόγο ω/δ. 


θμα Ί4. Δίνεται η συνάρτηση Ε: Β»Ἡ µε 
σα) 5 Χ)ΛΑΣΛΥ) -4βΥΧ- (κ2ΒΑΥ) (κ239β1 ΕΥ” -βκ-Ύκ-βΥ) 
Δείξετε ότι: αἲ 9Β4Υ -3βΥ » (α9β«Υ}(α’ «βΣ1Υ΄ -αβ-βγ-γα) 
Λύση: Η παράγωγος της { είναι: 
Ρ.(α) - 9χ3-3βυ- (3 «β39Υ7-βχ-γχ-βΥ) -(χβ«γ) (2κ-β-ν) 
«χενρ στ (κ) -ὐ 
Επομένως η Τ εἶναι σταθερή συνάρτηση Υψ χΕΕ, δηλ. Ε(χ) Ξε 
Αρα και γιακ”- 0 Ε(0) -0ὂ- ε, Επομένως ΕίΧ) -Ξ 0 
Υ ΚΕΧ, ἆρα και για χ”- αξΕΚ. Οπότε εἶναι: 
αἲ ΑΒΣ3Υ7-»4βΥ - (α:β4Υ) (α2 ϱβ24γ2-αβ-βγ-γα). 


θέµα 15. θεωρούμε τις συναρτήσεις {, και {, µε αντίστοιχες 
παράγωγους {; και {; για κάθε κε 3 - 981) Ω9([8;). ἄν 
Υ χε» ισχύουν: 
α) Τ.(κ) 5 Μα(κ) Β) ες(κ) - -ει(κ) }Υ) Ειί0) Ξ 0,12(0)-1 
Να δειχτεί ότι: ἵ. ϱἱ(κ)ντέ(κ) Ξ τν κε 
2, Εάν Ει και Ε, και ἑνα ἆλλο ζεύγος συναρτήσεων µε τις 
ίδιες ιδιότητες και πεδίο ορισμού, θα είναι: Ε.(κ) Ξ 

α{α) και Εε(κ) « Ε,κ) νκερ. 





Λήση: Εστω φι(κ) - Εξ(κ) και φ,(κ) --Εξίκ) και Υκεθι- 
πάρχουν από την υπόθεση οἱ παράγωγοι των 8; και {,. 

θα έχουµε: φι(κ) - 2Ει(χ)Ε1(κ) και φς(κ) - -282(κ)Εσ(κ] και 
επειδή {,(κ) 5 ΕΙ(κ) και Έρ(χ) Ξ -Ει(χ) θα έχουµε: 

φι(κ) 5 2εν(Χ)Εε(κ) και Φ,(κ) - 2Ε,(κ)Ει(κ), δηλαδἠ 
εσχύει: φ:(Χ) - Φ2(χ) και επομένως οι αντίστοιχες συναρτή- 
σεις θα διαφέρουν κατά σταθερά, δηλαδή: 

Φι(κ)φο(κ) - εν οπότε: {ὲ{κ)112(κ) Ξ ο. 

Αλλά απὀ την υπόθεση υπάρχει το Γι(0) καν {ε[0) και είναι 
αι(θ) - 0, εε() - 1. 

Μετά απὀ αυτό, η προηγούµενη σχέση γίνεται, για χ- Ό, 
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{ξ(0)1Η2(0) - ος - Τ, οπότε: Γ{(Χ) τε (κ) -1Υκεφβ. 
᾿Εστω τώρα Και το ζεύγος των συναρτήσεων Ει και ΕΣ µε 
Φ(Ε1) Ω3ίΕ,) - 3. Για τις συναρτήσεις αυτές ισχύουν απὀ 
την υπόθεση: Εἰ(κ) 5 Εκ), Ες(κ} --Ει(κ) και 

Ε.(0) - 0, Ε,{0) - 1 και επομένως θα ισχύει: 

Εξ(κ)9Εέ(κ) 5 τν κεδ 

Επειδή θέλουμε να δείξουµε ότι; Ει(Χ) 5 Τι (κ) και Εε(χ) 5 
Εε(κ) ν χεΦ αρκεί να δείξουµε, ότι οι συναρτήσεις σι (κ): 
Ει(κ)-ει(Χ) και σ,(κ) - Εε(κ)-τ,(κ) παίρνουν 

σταθερή τιµή 0. Προφανώς: σι(0) - Ει[0)-{.{0) και σ»(0) - 
 Ε()-Ε, (0) -Ι-ί «ο. Επί πλέον ισχύουν: 

σι(κ) - Ενίκ)τεν(κ) - Ερίκ]τεείκ) - ο»(κ) και 

σρ(κ) - Ερίκ) -ες(κ) τ΄ Εικ) Ει(κ) - τσν(α). 

Επομένως για τις συναρτήσεις: σι(χ) και σ1{κ) θα ισχύει: 
σι(χ)κσ,(κ) - ε και για κ - Ὀωσι(0)-αλ(0) -ε--ςα Ξ 0 και 
ἁρα: σι(κ]γα,(κ) - 0Η χε2. Τούτο σηµαίνει: 

σ,(κ) Ξ:0 και σ,(χ) Ξ0, Υ χε». 

Ίᾳστε Ει(κ) 5 Γι(Χ) και Εε(Χ) ΞΓο(χ) ν κε». 





θέµα 16. Δίνεται το ακἐραιο πολυώνυµο Τ(Χ) βαθμού ν µε ρί- 
ζες ϱ1502..:..0ν ΕΝ. 
Δείξετε ὅτι: (ν- 1) [ε'[κ)]2 ενεί(κ)τ”' (κ) ν κεκ (1). 


Λύσης (1) γράφεται: νί[ ἐπ) 1 Ρεμ 1’ 


ο ο μασ μη 


ο -ν[ ντ 1 
Άρκεί επομένως να υπολογίσουμε το πηλίκο Στοο- 





Αν (κ) τς αρίκ-ρι) (κσρε] ντι (ατον) 5 σπα 5 
1 τα ον. 4 πα 
ο πι σσ 


Από τις (1) και (2) αρκεί να δείξουμε ότι: 





ο ρε λαο αν, λε 
ΥΕ ρι ὀτλο η [ρα] ἃ { (κτρι) ὀπττὸ κτρν ος 
1 ο Ἡ ος, Ἡος ορ 
ας τν απ αστττὶ 
το οποίο ισχύει ανισότητα Ι39Γ8η99. 
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Βέμα 17. Δίνεται η συνάρτηση Ε: Ε-»Β άρτια και παραγωγίσοι- 
µη. Λείξετε ὅτι η συνάρτηση ᾳ- Κ-Ε µε 


ο(κ) -{ἳ- «Ζ)η(κ]κκέκκ έχει παράχωγο στη θέση 0 και εἰ- 
ναι ϱ”(0) -1. 


Λάση: Επειδή η ἔ είναι ἄρτια ισχύει τίΧ) - τ(-κ)5 
5) (κ) - -ε (κ) ν χει Ε΄ (κ)ε’(-χ) - 0 Υ κεΒ και µε 
κ΄» 0 παίρνουμε ϱ’(0) -ο (1) 


2 
Ἡ παράγωγος της ϱ είναι ϱ΄(κ) -χείκ)α( Ἐ- «δ)Ε (κ) κλκεῖ 
2 


νο (0) -1. 


Ν χεΕ και µεκ- 0 έχουµε ᾳ(0) - 280) 11 
θέμα 18. θεωρούμε την πολυωνυµική συνάρτηση { µε Ε(κ) 
ὃν -αφρανἕξ Ὁ (1) µε συντελεστές στο Ε και 
Βαθμού ν. Υποθέτουμε ότε "αυτή έχει ν διακεκριμένες ρίζες 
διάφορες του μηδενός. Εάν ρι,β;,..-»0ν 9ἱ ρίζες να υπολο- 


γνστούν οι παραστάσεις: «ΤΠ{α}-και 1) --ς σα) ο) 


5 αρχ" καικ να 





Με την βοήθεια των παραπάνω να υπολογιστούν τα αθροίσµα- 
νι νι { ἕ 1 
τα: α) ς ΑΣ ο 
Σι ἃ  Ἡ Ἡ σε 

Λύση: Από την (1) προκύπτει: 


1 αι ν- α Ἱ- ος 
εκ) 5 κνν σα ο οὐ Και αν απ εκ) - Είκ) καν 


ας 
α, αν αι α 
νε αδ λεν αν τεθούν αντίστοιχα Άλελεν εν λλν παίρνουμε: 


Εκ) 5 χκὔλικὴ ἡνλεκὴ Ίπννναλν. (2) 


Επειδή τα πολυώνυµα ΜίΧ] και ΕίΧ) έχαυν τις ίδιες ρίζες,θα 

έχουµε: Εκ) 5 (κτρι){-ρο)..ν(κ-ρν] και η παράγωγος είναι 

Εἰ (κ) τ (ατρο) (ατρα) νε. (κτρν) τέκ-ρι) (χ-ρι) εν (κ-ον γεν ε 

α[οιτρι) 1 (κτρο) εν (κτρν οι) Και επομένως: 

ο ο ος ον οἷς 1 

Εκ) Ἱχ-οι ' ἃ-δι κτρν 5) 

Παραγωγίζοντας τώρα και τα δύφ µέλη της ταυτότητας (4) παί- 
ο ο λα 

ο νουμιο Φεμβιαα 











ος μιά ο ο ποσο ὃ 
[κτρι ο ο κγρο]ς στλ. 
Εκ) ή". 

οκ. 





νι οἳ (α) ο μον 
(-οραδ. Ειὰ] Επ... 


1 
ΑΕ πασρη) (8) ς 


3ῦ 


Στη σχέση (3) θέτουµε κ - Ὁ και παίρνουμε: 


Ες ο ο ον 
αμθὶ --ᾱς -ἃς τοις ἁφ- καν ὀπομόνως 





τε 





Είναι όμως: Ε΄ (κ) - νκὴ ελα (ν 1 κ) νωνναδφα Και άραὶ 
. " λν-α 
ε’(ο) - ααν Ἠστηι πτ" - ... : Ὑνατί Ε(0) -λν 0 


Στη μέ (4) θέτουµε χ - Ό και παίρνουμε: 


κε τος ο 
Έτ) τι Έρις) ο) τε τε στ τρ καὶ συνεπός 


5 
Σΐτ- «(Θ” Τε) (5) 


πι 


ὃ « 1 : 
Ἀλλόν Σρτ σν τὰ ώρα 

1 ! Ε΄ (ο) Ετο) 
εδ ο σδήτ- { πι )-- ο) Εμ) - 


2 
ὑπ { ος 


ο αν ο ΕΟΟ 
και άρα: ρου Σε - (6) 
Επειδή Ε(0) -λὺ, Ε΄(0) 5 Άν-α και Ε'' (0) : Ύλν-. Από τις 
(8) και (6) έχουµε τα τελικά εξαγόµενα. 


οπότε: 








θέμα 19. Εάν το ακέραιο πολυώνυµο π(κ) έχει ρίζες πραγµατι- 
κὲς και διακεκριµένες, τότε το πολυώνυµο: 
[π' (κ) 1" -π(χ)π΄Τκ) δεν δέχεται καµµία πραγματική ρίζα. 


Λύση: Στο θέµα η είδαμε ότι ισχύει: 


πας τεμ 
πίκ) ΄ ακτρι 


πραγµατικὲς και διακεκριμένες ρίζες του πίχ). Από την (1) 
µε παραγώγιση παίρνουμε: 


. }- [α" :. 1 ! δρχ - 
Στ πάρτε: παρ Εμ ΡΕ Τε 


τ[πκθρῖς ο τατρς ἐν ουν] (2) 
Παρατηρούμε ότι Ν χΕΚ διάφορο των ρ..βε.---,ῤν Το ἄείτερο 
µέλος της (2) είναι αρνητικό. 

Επομένως και π' [κ)πίκ) -[π' (13 «0 ψ κΕΕ διάσθρο των ϱ., 
θε νε «Αν: 

Συνεπώς δεν υπάρχει χΕἩ για το οποίο το πολυώνυμο 

[π' (11 πίκ)π κ} να παίρνει τιµή 0 και άρα καμιά πραγµα- 
τική λύση δέχεται. Τα π(κ) και τα π᾿ζκ]π(κ)- [π' (κ) 1: καμ- 


{1} όπου ῥ11β28.««νν 9ἱ 
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µία κοινἠ ρίζα ἔχουν. Γιατί αν ϱΕΕ έτσι ώστε πίρ) 5 0 και 
π͵ρ]π(ρ)- [π' (ϱ)]3 Ξ 0 θα ήταν και π᾿(ϱ) Ξ 0 και τὀτε το ϱ 
θα ἦταν ρίζα της παραγώγου, δηλαδή διπλἠ ρίζα του πίκ), ᾱ- 
τοπα. 


θέµα 20. Δίνεται η συνάρτηση {; Ἀ :Ἡ µε τύπο (κ) - 
5 (κ-κι)(κ-κε)ες (κ-κν) µε κ» μαχίχι,Χν..« χν). 




















Δείξετε ότι: 31121. : ἂν να] εκ {ἱ) 
ς α (κ) 
ση: Ὑπολογίζουμε το πηλίκο Τπ[κ) 
ανδΕ- ανα. 1 
Είναι: τ(κ) κ-χι 3 π-κε βατ πας (2) 
Και η (1) λόγω της (2) γίνεται: 
κικκκλ τν έΧν ν 1 κ. 
᾿ εν ας το νεο τν 
κ-χ. χ-χν 


να {κνεκρα. ια) ον 





- ο ατκν) ε(κτκε)ενν (Χταν) 
κ τας τμ πνν στο 


ᾶ-χα  κ-λ2 Χ- κν 














που ισχύει η ανισότητα ({ζαµςηΥ). 
0 αριθµητικὸς µέσος είναι μεγαλύτερος είτε ἴσος του αρµονι- 
κού εἶναι δε χ-χα, Χ-χΧον ..ς » Χ-χν20. 


θέµα 21, ΄Εστω οι συναρτήσεις { και 9 ορισμένες στο [0,2] 

και παραγωγίσιµες σ᾿ αυτό και ισχύει 201-439 - 0 

γκε [ο] (1). 

Εάν {1} -3 και Ε΄(1) - -2. Να βρεθούν τα ϱ(1) και φ’ (1) 
Λύση: Επειδἠ δίνεται το Ε΄(1) και Ε{1) παραγωγίζουµε την 
(4) και ἔχουμε: 45( κ) (κ)-343(χ)α (κ) Ξ 0 (2). Αν θέσουμε 
στη (2) όπου κ 1 παίρνουμε: 
ἀτ(}Ε (1) - 4451) (1) 5 0 5 -24-θφ"(1)9"11) - 0 (3) 

Αν στην (1) θέσουμε όπου χ Ξ ! παίργουµε: 
2811) -ο (1 κο τ ο.» (1) «27 - α1) 3 (4) 


Οπότε η (4) λόγω της (4) δίνει ας) «ἐν ασ) - 





1ος 


θέµα 22. Αν για την συνάρτηση { µε Τ(Χ) Ξ αχ” «βΧ4Υ, α,β,Υ Κ 
εσχύει |{(κ) {51 ν κ ε[-τ,1] δείξετε ότι 
-ᾱ κε (κ) ς4 νχε[-τ,1]. 
Λάση: Επειδή -ἵ :{(κ) «1 νκε[:1,1] θα ισχύει και για 
κ.Ξ -ἵ,Τ,θ οπότε θα ισχύουν οι σχέσεις 
ἔστενγςΤν τἳ ςονβεγς1, -ἲςα-βεγς 1) (1) 
Επειδή δε η σχέση -ᾱς 2αχ“βς 4 έχει το µεσαἰὂ σκέλος της 
µια γραµµικἡ συνάρτηση Π Οποία µε α»Π θα είναι γνήσια αὐ- 
ξουσα και επειδή εἶναι και συνεχής 8α έχει παχ;το 4 και 
ΠΊη το -ᾱ για χ- 1 και -Ἱ αντίστοιχα. 
”"0μοια µε α «0 θα ἔχει πᾶκ το ἆ και πίπτο -ᾱ γιακχ-ς -ἶ 
και Ί αντίστοιχα. 
Είναι αρκετὸ επομένως να αποδείξουµε ὐτι 
{τά ᾳ ἆανβς4 και -ᾱ-ς -ὂαιβς4] (2) 
Από τις (1) ἔκουμε µε πρόσθεση των δὐο πρώτων 
"2καιβςξ και -2εα-βςξΣ (3) µε πρὀσθεση της πρώτης και 
τρίτης. ᾿Όμοια µε πρόσθεση των (3) έχουµε -ὂ-αςῦ (4) 
Από τις (3) και {4} παίρνουμε µε πρόσθεση: -ᾱςᾖα:βςά 
και απὀ τις [3) και (4) αφού αλλάξουμε τα σηµεία και τις προ- 
σθέσουµε παίρνουμε -ᾱ --Ζαεβ κά. 
"Άρα οι (2) ισχύουν και επομένως είναι 
τα εκ) 5 ο κο[-ιτ 1]. 


θέµα 23, θεωρούμε την συνάρτηση Γ µε τύπο: 
εἰ) τἈα αο 
α) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης ευθείας του διαγ- 
ράμματος της { στο σηµείο χι { ὕ- 
Β) Να βρεθοάν οι συντεταγμένες των σηµείων επαφής των ε- 
φαπτοµένων ευθειών του διαγράµµατος της { των διερχοµένων 
από την αρχή των συντεταγμένων. 
γ) Εάν φ το µέτρο µιας οξείας γωνίας σε µοίρες και τεθεί 
κι - 2συν:φ, ονομαστεί δε ΕίΧ,) η τιµή της Γ στο κ, να 
υπολογιστεί η φ αν ΕίΧ)) -9. 


Λήση: α) 0 τύπος της { γράφεται: 


ες τας Ελλν α- {ο ὁ με 2{5) -π-(ο). 
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Ἡ παράγωγος της Ε είναι: 
ἐς 21- -ἕ-γι- -- 2ι- Σο. ἐν} - 
ο ας ο. Σε τπτ λίσχς}) 


ασαε 1- ᾱ-) ὰ κε»ίτ)-(0). 


Μετά απὀ αυτό η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο χι 50 


του διαγράμματος της β θα είναι: 


3 


γτε(κο) τε αοίκτ κ σας ο τ αν εἰ ἂν κε] 


ο. αρ αρ κκνξ οτας) 4) 


Β) Οι συντεταγμένες των σηµείων επαφής των εφαπτοµένων ευ- 
θειών του διαγράµµατος της Ε, των διερχομένων από την αρχή 
των συντεταγμένων θα βρεθούν µε την βοήθεια των ριζών της 


εξίσωσης (2) {1- -ᾱ-- ){1- -Ἡς ὃν αφού η αρχή 0{0,0) θα 
τ 
πρέπει να είναι σηµείο της (1). Από την εξίσωση θα έχουµε 


τις τετµηµένες των σημείων επαφής. Βρίσκουµε κο - 2 και 
κα «6. Εάν χο Ξ ὃν τότε γι -0 και επομένως ο άξονας των 


κ᾿ εἶναι µία απὀ τις εφαπτόµενες ευθείες. Για κο - 6 βρίσκου- 


με αι εσε κιξ 16 - ᾷ-. "ρστε τα σηµείο επαφἠς ῥιιρε ἐ- 


χουν συντεταγμένες αντίστοιχα ϱι(2,0) και ϱ,(6,-ᾳ-)- 


Το γα προκύπτει και απὀ την 5 {1-2}. 





, 
Υ) Επειδή είκι) Ξ 9 Ξ γι, απὀ την 1 ο) παίρνουμε 


ἃ 
9 (1 φοσερ) - εφο 5 εφ: ὃΞεφ- 39 - 605. 


θέµα 24. θεωρούμε την συνάρτηση Γ συνεχή και για την οποία 
εσχύει Ε(κεκ΄){(κ-κ') -- 2Η(κ}Ε(κ΄) {1} γνα κάθε ζεύγος 
πραγματικών αριθμόν χικ’. 
α) Να βρείτε όλες τις σταθερές συναρτήσεις Ε οι οποίες, 
πληρούν την (1). 
Β) Να βρείτε απὀ τον τῆπο της (1) ἕνα παράδειγµα µη στα- 
θερἠς συνάρτησης η οπαῖα να πληροί την (1). 
γ) Να αποδείξετε ὅτι η 6 είναι άρτια και ὅτι {(0) »{. 


102 


5) Εάν η Ε(Χκ} - 0 έχει ρίζες πραγματικές και α η µικρότε- 
ρη θετικἡ ρίζα αυτής, δείξετε ὅτι το διάγραµµα Γ της { 
έχει κέντρο συμμετρίας το σηµείο Μία.,0). 

ε) Λείξετε ὅτι η { µε τις προὔποθέσεις αυτὲς είναι περιο- 
δικἡ και 

στ] Εάν η { ὄχει πρώτη παράγωγο, θα έχουµε: 

εί) - στ΄ (α)Γ(χνα) 

και ότι μετά απὀ αυτό έχει διαδοχικὲς παραγώγους κάθε τά- 
ξης. 


Λύση: α) ᾿Εστω κ η σταθερή τιµή της { Υ χΧΕΚΕ. τότε θα έχου- 
µε κεκ - 2κΣ, απὀ την οποία κ- 0, κ” Ί. Όι ζητούµενες λοι- 
πὸν συναρτήσεις είναι οι Εκ) - ϐ και Είκ) - Ί. 

Β) Επειδή η Ε έχει την µορφή του συν(α»β)ασυν(α-β) - 

5 2συνασυνβ Υ α,βΕΧ., έπεται ότι η συνάρτηση {(κ) - συνκ 

µῃ σταθερά πληροί την συνθήκη (1). 

Υ) Επειδή η (1) είναι ισχυρή Ψχ,χ΄Ε Ἡ θα ισχύει και για 

χ’ Ξ 0 και Υ χΕΚ. δηλαδή: 

Σεκ) - Στί(χ)ε(0) νχεκ  2τ(κ) (ε(ϱ)-Ώ -ο 

καν η Γ δεν εἶναι μηδενική Υ ΧΕΡΒ, έπεται ότι υπάρχει χιΕΕ 
ἐτσι ὡώστο {(χο) ἡ ὂ. Επομένως ϱ(0) - . (Δεχόμαστε δηλαδή ὁ- 
τι δεν είναι για όλα τα χ, Ε(χ) - 0 ἡ και Ἐκ) -!). 

Μετά απὀ αυτό παρατηρούμε ότι η (1) γιακ- Ώ και νχ’΄ΕΒ 
δίνει: Εκ λνεί κ) 5 2Η }Ε(0) 5 εί -κὈ}τ εἰκ) κανη 
είναι ἀρτια. 

δ) Επειδή α { 8 και ρίζα της {Είχ) Ξ 0, θα εἶναι Ε[α) - 0, 
Από την (1) γνα χΞ α παίρνουμε: 

Σ(ανχ΄)ηε(α-χ”) 5 2ε(α)τίχ ν χεκ 

και επειδή ε(α) Ξ 0 θα είναι: Είανχ΄) - -ε(α-χ”), δηλαδή το 
σηµείο Μία,0) εἶναι κέντρο συμμετρίας της Ε. Πράγματι τα ση- 
μεία (ανκ’, Ε[ανκ Ἡ και [α-κ', Γία-κ’ᾗ έχουν τετμηµένη 


του μέσου αυτόν την 3 χλο-ὰ 


1ἱ 


Ξ-α και τεταγµένη την 





(α. 





}αΕία-κ 
2 





κ. λε Εία-κ-ὰ . ὃ 


ε] Επειδὴ Ε(χ-α)»[[χ-α) 5 2Ε(χ)εία) - ϐὉ και από αυτή ότι: 
Έ(κεζα)νΕ(κ) Ξ 8 και ὅτι: Είχεβα)»Ε(χ-α) - 0 και ότι: 
τ(χκεφσ)τΕ(χεζα) Ξ 0, ἐπεται Είχαδα) Ξ -Ε(χαζα) Ξ Εκ) 
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Υ χΕᾷΕ και η { είναι περιοδική µε περίοδο 4α. 
στ) Αφού η Ε έχει πρώτη παράγωγο έστω στο ΧοΕΤ θα έχουµε: 
Εν τς ζλσταν) ν Ἡᾳ ΓΗ τὸ ςΕία9) 


κκ Χ-χο . 


Σ{αοκε)κΕ(ὅα-κε) 
ε 


5 Τϊπ γνατί Ε(2α-χκα) - "Είχο) και επομένως 


2Η{αν ὁ )έκο-ας ) 


{ (κο) μ... ε (γιατί ε(κ)»Ε(λ) - 


κ 2ες Ἅμλ. γης σσ) } αν κοκ’ - κ καὶ χ-κ’ - λ). 


ε(α» ο) -τ(α) 
ανν 


Ξ 
τα) Ξ 0 και επειδή η Γ σαν παραγωγίσιµη εἶναι συνεχής θα 


"ρστε Ε΄ (χο) 5 Πΐα 5 Ἡμέ(χο-αν 2) γιατί 


έχουμε: Τ]βίχεταν ο) τ Τάοτα). 

Επομένως: Ε΄ (κε) -ε[α)Ε(α2-α). Δηλαδή ϱ’(κ) - Ε΄ (α) Ε(κ-α) 
Υ κεΕ. Αλλά Είκ-α) - Εία-χ) - -Είχτα) και τελικά 

εἰ) τ -Ε(α)είχιο), (2) 

Επειδἠ η Ε είναι παραγωγίσιµη ΥΧΕΕ και η Είχα) έχει παρά- 
γωγο την Ε΄ (αἆ-α) και βάσει της σχέσεις (2) θα έχουµε: 

{ [χεα) Ξ -Ε΄(α)Ε(χ»2α)- 

΄στε ϱ’' (κ) Ξ -Ε'(α) β΄ (χνα) [-ε1(α) 11 Ε(χ 2α) και µε µα- 
θηµατική επαγωγή ϱ(9) (κ) Ξ [-τγ'(α) 1" Ε(κ ενα). 

Επί πλέον ισχύει και το παρακάτω: 

Εάν Γ΄ (α) - 6, επειδή Γ(κ«2α) - -Ε(κ) θα έχουμε: 

β"ζκ) - εἶ Ε(κ«δα) - -εΣέ(κ), δηλαδή: 

Εκ) νε2ε(κ) - 0. 





θέµα 25. Αποδείξετε ότι το ακέραιο πολυώνυµο πίχ) βαθμού 
ΝΕΧ εἶναι διαιρετό µε την παραγώγο του όταν, και µύνο 
όταν εἴναι της µορφής ε(χ-ρϱ). (Συντελεστές στο Ἡ και 
ρΕΠ). 


Απόδειξη: Προφανώς, αν π(χ) Ξ αείκ-ϱ)”, θα έχουμε 
π' (κ) 5 αον(κ-ϱ)' ! και άρα το π΄(κ) διαιρεί το πα). 
"Ἔστω τώρα ότι είναι πίκ) - αχ ναικ” ὀλεεντα, ιΧναν µε 
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µε ας α Ό. Η παράγωγος εἶναι: π᾿(κ) - αονχ" Ἱναι(ν-{χν ὸε 
αγεεαν-α Και είναι πολυώγυµο βαθμού ν-!. 

Εάν το π᾿ (κ) διαιρεἰ το π(κ), τότε το ακέραιο πηλίκο της 
διαίρεσης π(κ):π᾽ (κ) θα εἶναι το πολυώγυµο πρώτου βαθμού, 


της µορφής τκεκ (κεΒ). 


Επομένως Βα έχουµε την ταυτότητα: 


0) πι στ) [ή κακ] ταν π ()(Χ:Ρ] που τέθηκε χάρι 


απλότητας κ --γ-. Από την (1) παίρνουμε µε παραγώγιση των 


1 


μελών της: π᾿ (κ) -Ἡ π’ (κ) (κ-ρ)ὴ -ἰ-π΄(ὰ)Τ δηλαδή: 


ο ο ο. 
(α-ρ) -- (ν-Τ)π΄ (κ) - πχ) {κ-ρ). 

Μετά από αυτό παρατηρούμε ότι ισχύει: 

ο πλ) τ πλ ο.) (3) ε λεπῖ λεν. 

Πράγματι αν ισχύει η (2) και παραγωγίσουµε τα µέλη παίρνου- 
μεν εν λ πολ 1) ς πλ 22) (κ-ρ) απλο 

«ο (ν-λ- Ελλ) ς πλ 2 0 (α-ρ). 

Δηλαδή ισχύει: Υὶ λε λπν. 

Από την (2) τώρα παίρνουµε διαδοχικά: νπίκ) - π΄(Χ) (α-ρ), 
ἐν Επ ο) π κ) (κ-ρ) «ων [ντ(ν- που οϱ κ πίνὸο)(κ-ρ) 
Ενώ πΟ (κ) είναι µια σταθερἠ, αφού το π(κ) είναι βαθμού ν 
Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη παίργουµε 


1121Δννενπ(κ) 5 οι(κ-ρ)" δηλαδή: πίκ) -νΕ {(κ-ρ)” - 





5 ε(κ-ρ)”. 





«25ν ρίζες του Ε(κ) - κ αχ” 
τος 
το 


θέµα 26. Αν ρ.,ϱ: 








Δείξετε ότι τος 2ΤΠ. 


Λόση: Είναι ΕΡίΧ) - (α-ρι)(χ-ρο)... (κ-ρν) -- 





με σι» πο : Ἴ 
εἰ) πο προ πρ και με κ΄ { ἔκουρε» 
μι ο. να 

η) αλα επέρι σεν πόρο Ὁ) 


Ἀρκεί επομένως να δείξουμε ότι Επ] -ὐ (5) 
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Αλλά Ε(1) 5 νε! και τ (κ) 5 νκ εν )κὴ ὃν 





ε2καΊ που µε 


ο γτιν Τη (ν-2)ηιι δν 5 ων 






Τελικά ἔχουμε από την (1) και [2) την αλήθεια της ζητούμε- 
νης σχέσης. 


βέμα 27. Κα βρεθούν όλα τα ακέραια πολυώνυμα για τα οποία 
εἶναι: [γ(κ115 5 ε(κ) κ (1) 


λύση: Για να είναι ίσα δύο πολυώνυµα Ν κΕΧ πρέπει κατ᾽αρ- 
Χή να έχουν τον ίδιο βαθµὀ. 

Αν υποθέσουμε ότι βαθε(κ) - ν τότε βαθΓ’(Χ) -ν-1 και η 1) 
Υένεται: βαθ. πρώτου μέλους ἴσος µε βαρ.δεύτερου μέλους. 
Δηλαδή: ὂν-» γεν -2. 

΄Ἆρα τα ζητούμενα πολυώνυµα είναι βαθμού δευτέρου. Επομένως 
θα Είναι της µορφής Ε(κ) -ακ2ιβχ-γ, α / 0 µε Ε΄ (κ) - 2αχ-β 
και η (1) γίνεται: (Ζαχβ)” - ακ2βκεγ Υ κε 

(441 τα) κ) κ(4σβ-β)χ1β:-γ - 0 6 κΕΕ -- |4αἲ-α -0,44β - 


βετγ]ς α- ην βΞβΕΝ, Υ: β. 





"Άρα τα ζητούμενα πολυώνυµα είναι: 


εί) τα  κξεβχέβ βΕΒ. 


θέµα 28. Σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων (0Χ,0Υ) θεωροί- 
µε τα διαγράµµατα (Γι) και (Γ2) των συναρτήσεων Γι µε 
γ 5 Ει(α) και Εε µε Ει(κ) -σ- πο. Ἡ. παράλληλη προς 
τον άξονα ΌΥ που διέρχεται απὀ τοσηµείο Η του 0χ µε τετµη- 
µέγη κ α 0 τέμνει το (Γι) στο Μι και το (Γ;) στο Ν,. Όι 


εφαπτόµενες στα Μι και Η; των (Γ,) και (Γ2) αντίστοιχα , 
τέμνουν τον Όκ στα σηµεία Τ, και Τ, αντίστοιχα. 






Αποδείξετε ότι ισχύει: : Ἓτ. 
νο 

η] {ΗΤ.) (Η0) 
και αν είναι γνωστό το Μι να κατασκευάσετε το Ν.. 


Στη συνέχεια δείξετε ότι; 
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Λύση: Ἔχουμε προφανώς κξ -ΥΞ και παραγωγίζοντας ως προς 


κ. παίρνουμε: ὂκ -Υ΄Σὰ5΄Ύ και Γιαιρούντες µε ΥΣ παίρνουμε 
να κ 

Ψ ὸτ κ 

(Ὑποθέτουμε βέβαια 

ότι για την φεωρη- 

θείσα τιµή του 

κ 0ηπ1βιίχ) δεν 
μηδενίζεται ούτε 
απειρίζεται). 

Παρατηρούμε τώρα 

απὀ την οχέση 

γε - κὲ, ότι όταν 
γνωρίζουμε την θὲ- 

ση του Μι οτην ΗΡ 

η θέση του Μ, Βρί- 

σκεται γεωμετρικά ως εξής; αν 
Επειδή 7 Ξ χ' «5 (ΛΜ }{ΗΜ,) -(Η0)2 έπεται ότι το Ν; εἶναι 
π τοµή της ΗΡ και του κύκλου του διερχόµεγου απὀ το Μι Και 
εφαπτόµενου του Οχ στο 0. 

Είναι δυνατὀν όµως να βρεθεί και ως εξής: 

Εάν Μ, το συμμετρικό του Μ, ὡς προς τον άξονα Όκ θα έχουμε 
(Μ4,}{ΜΛ5) - -(Κ0)ὰ, δηλαδή το Νέ ορίζεται όπως η τοµἠ της 
ΝΡ και της κάθετης στην ΌΜ, στο 0. 

Γνωρίζουμε ότι οἱ εξισώσεις των εφαπτοµέγων των διαγραμμά- 
των (Γι) και (Γ,) αντίστοιχα στα σηµεία Μι, Ν» είναι! 

Ύσ 5 γ΄ α-κ) Νν (κ) 

ὧτσ 5 στ (Χ-κ) ΜοίΧν2) 

Εάν Υ - 0 βρίσκουμε για κάθε µία απὀ αυτές τις τετµηµένες 
των σηµείων Τι και Τ, αντίστοιχα (υποτίθεται Υ’2΄ 9). 


5 . ὸ 
θα έχουμε: (0Τ,) ο 5 Χι [δηλαδή ΤμίΧι,0)] και (079): 








ΞΧε 5 Χ [δηλαδή Τ,(Χ2.0)]. 


η, ᾱ. - ο 
Μετά απὀ αυτό ϐα έχουµε: (ΗΤ,) 5 (01) - (0Η) - 











«αγ τν να ς --ᾱ- και (ΝΤ) ς ΧΣ 
γ γ 








ο το 
(1) οἴν) ῤ δ ) 
και άρα: -----ε ---- τ---- 
(ΗΤν) τε) (Λο) 
ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


Ί. θεωρούμε τις συναρτήσεις ρα : Ἡ -Β για τις οποίες ισχύ- 
ουν 1) Ε(κγ) 5 Ε(κ)α(ν) Ε(Υ)ο(κ), ν ΧΥεΕ 
11} (0) - 0, 40) - 1 
443) Ὑπάρχει η παράγωγος στη θέσηχ -Ομεε'το)-ο 
και α΄᾿(0) 5 8. Δείξετε: 
{ν εκ) 5 οίχ) ν χεκ 
2. Αν φίκὴΥ) -οία)σ(ν)-εἰκ)Η(Υ) Ν ΧΥΕΠ τότε: 
α΄ (κ) 5 τίκ] 
3, εἰ (κ) (κ) 5 0 και ο (κ) να(κ) 
4, (κ) να (κ) - 
5, Ἡ Ε εἶναι περιττή και η Έ-ᾳ άρτια, 


ϱ 


2. ᾿Εστω οι συναρτήσεις Ε.ς: Ε»ΕΒ µε τις ιδιότητες 
1) Εχουν παραγώγους µέχρι και τρίτης τάξεως 
αἩ) ε(κ)ο(κ) 5 Τν (κ) 0 Υψ κες 
Λείξετε ἀτι: τα) σ(χκ) «0 ν χε 


ἓς 

(9) µ α΄ εδ) . : 
τ ας κ) ο ας Ω. ει 

ἕνα) τσκ) σι στ ] 





3. Εάν για το ακέραιο πολυώνυμο {(Χ) υσχύει 
τέρι) - ε (ρι) µε Ε΄ (οι) 0 δείξετε ότι: 


να 
δν ο ν 





4. Εν η Ε είναι παραγωγίσιµη και η ᾳ συνεχής στο [α,β] µε 
ϱ(ϱ) 5 ο ισχύει δε [{(χ)θ(λ) λες ία)! ς ΙΕ) ν κε [α,β] 
Δείξετε ότι: Τ(Χ) Ξ 0 Υψ κ εἴαιβ]. 


5, Αν Π Εὶ Ε-Ε είναι παραγωγίσιµη και ισχύει: 
ΠΕ (κ) τες (κ) «Ν ν κεξ δείξετε ότι η { εἶναι φραγµένη. 


β. 


8. 
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Να βρεθεί το πλήθος των πραγματικών ριζών του πολυωνύµου 
κ) 5 νκντ (κ εκ ο ανν εκκ τν 





Ἀίνεται η συνάρτηση { τέτοια ώστε Ε/(κ) -3Η(κ). 
Να βρεθεί ο τύπος της { και σε συνέχεια να λυθεί η εξί- 
σωση [εε(κ)]1-4Μο(κ)-5 -Ὁ (1) όπου Εο(κ) λύση της (1) 
τέτοια ώστε {(0) - 2. 


Έστω η συνάρτηση Ε: Ἡ”Χ για την οποία ισχύουν: 


Ὁ αν τα έν ἓ κε 


1 3 τ (0) 

Λείσετε ότι: 

Έν ΗΕ είναι περιττή 

2, (κ) «1 ν κει 

3, Ἡ { είναι παραγωγίοιµη στο Β. 

Αίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) ῥ συν2κησυν2 (120 κκ) 


4συν2(24054χ). Δείξετε ότι η Τ είναι σταθερή. 


« Εάν Α,Β,ΓναιβΙΥΕἩ µεα {β {έ Υ γα τότε να βρεθούν οι 
αναγκαίες και ικαγὲς συνθήκες έτσι ώστε η συνάρτηση { 
με τί(κ) - Λο "χεβεΣΧεΓε"Χ γα είναι μηδὲν ν κεΒ. 


: θεωρούμε την οικογένεια των πολυωνύμων {ο(κ), Βε(Χ)ν 
κ. Ἑν(κ). ὅπου 
Ώ βο(κ) τν ΠΠ Ενα) σκορ ΤΟ Ενα) 5 χερ εα)ὴ 
Ον ες ο κ) ΥΥΕΝΕΥΣ2. 
Δείξετε: Ἱ. Το Τμ(κ) είναι βαθμού Υ µε συντελεστή αγύ- 
τατης δύναμης του Χ τηΥ µονάδα. 
2. Ἰσχύει Ενίκ) τν ῖρ (κ) 


10. Ακρότατα µιας συνάρτησης (μέγιστο ελάχιστο). 
Σχετικά µε τα ακρότατα (μέγιστο και ελάχιστο) µιας συψάρ- 


τησης { ἔχουμε μιλήσει καὶ άλλοτε, θεωρούμε σκόπιµο να επα- 


ναλάβουμε µεοικά στοιχεία απαραίτητα για την µελέτη µας. 
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Ορισμός 1. θα λέμε ὁτι η συνάρτηση { ορισμένη σε ἑνα διάσ- 
τηµα Δ, παρουσιάζει στη θέση ΣΕΛ ένα τοπικὀ μέγιστο, αντί- 
στοιχα ἑνα τοπικό ελάχιστο, όταν και µόνο όταν υπάρχει αᾱ- 
νοικτό διάστηµα (Σ-ε,Σ3ε) (ε» 0) υποσύνολο του ἁ έτσι ώστε 
γα υσχύει ϱ(χ) «ϱ(Σ), αντίστοιχα Ε(Χ) 2Ε(Ξ) κ κε(ξ-ε,ξεε) 


Ὁ πραγματικός αριθµός ΓίΕ) ονομάζεται τότε, τοπικό µέγισ- 
το, αντίστοιχα τοπικό ελάχιστο. της { στην θέσηχ Ξ ΣΕΔ. 

Το μέγιστο και το Ελάχιστο (εγγοούµε πάντοτε τυπικό) ονο- 
µάζονται απλά (τοπικά) ακρότατα της { στο Δ, 

Εάν η συνάρτηση ῇ είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα 
[α,β], τότε, όπως ξέρουμε, απὀ την θευρία των συνεχών συνα- 
ρτήσεων υπάρχουν δύο σηµεία Ἐε και ἔμ που ανήκουν στο [α,β] 
ἐτσι ώστε: Ε(ξε) Ξ πΙπε(χ) και ε(Εμ) -πακ[ίκ), µε α σκς{β 
Προφανώς: ε(ξε) ΞΕίΧ) ν χε[α,β] και {Εμ} ᾱ Ε(κ) ἑκε [α,β] 

Επειδή η {(ξε) είναι η μικρότερη απὀ όλες τις τιµές της 
Έ για χε[α,β], αυτό ονομάζεται ολικὀ ελάχιστο, ενώ η ΕΕ) 
που εἶναι η µεγαλύτερη απὀ όλες τις τιµές της { για κ ε[α,β] 
ονομάζεται ολικὀ μέγιστο. 

Σχετικά µε τις παραγωγέσιµες συναρτήσεις ισχύει η παρα- 
κάτω πρόταση του ΕογπαΕ. 


5.11. Πρόταση Εεγααῖ. 


Εάν µια συνάρτηση Τ, ορισμένη σ᾿ὲνα διάστηµα Δ, παρουσιά- 
ζει στην θέση κ - Ε, όπου ξ εσωτερικό σηµείο του Δ, τοπικό 
ακρότατο και υπάρχει Π παράγωγος {΄(Έ) στη θέση χ - ξΕΔ, 
τότε Ρ’(Ξ) - 0. 


Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι η { παρουσιάζει στη θέση χ- 
Ξ ΞΕΔ {ξ εσωτερικό σηµείο του Δ) ἑνα τοπικό μέγιστο και α- 
κόµη ότι υπάρχει η Ε΄ {ξ). Αφού υπάρχει η παράγωγος της { 
στη θέση χ - ΞΕΔ θα υπάρχουν και οι πλευρικές παράγωγοι αὐ- 
τής και θα εἶναι ἴσες. 

θεωρούμε ἑνα αγοικτύ διάστηµα (Σ-ε.ξ3ε) που περιέχει το Εξ. 
Ἀφού υπάρχει το {’(Σ) και υποθέτουμε ότι στη θέση χ 5 ΣΕΛ 
ἔχουμε τοπικό μέγιστο, και το ξ εουτερικὀ σηµείο του Δ, θα 
είναι: Εκ) 5 5(Ε) Υ κε(ξ-ε,ξεε) 
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και επομένως, αν ξεχ« νε, θα είναι: ΣΣ) Ξ(Ε) ς ϱ και αν 


ἔ-ε«κ εξ, θα εἶναι: 





Και µεταβαίνοντας στα όρια θα έχουµε: 
1η κ) ξίθκο » τ΄ 310) «0 και 





κοξτ 
ο... 


Αλλά οι πλευρικές παράγωγοι πρέπει να είναι ίσες και προς 
την Ε΄{Ε). ΄ρστε αναγκαία: ϱ΄(Σ) 5090. 

΄0μοια γίνεται η απόδειξη αν έχουµε θέση τοπικού ελάχισ- 
του. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ. 


1. Κατ αρχήν ἔκουμε να παρατηρήσουμε ὁτι ένα ολικό μέγιστο 
ή ελάχιστο είναι και τοπικὀ μέγιστο ἡ ελάχιστο, ενώ ένα τέ- 
τοιο τοπικὀ δεν είναι πόντοτε και ολικό. 


2. Κατά τις εφαρμογές πρέπει να προσέχουμε όταν εφαρµόζου- 
µε την πρόταση Εθηπᾶξ, γιατί ο μηδενισμός της παραγώγου σε 
ἑνα σηµείο ἘΕ Δ (εσωτερικά) δεν σηµαίνει αναγκαία ότι το ξ 
Είναι θέση ακρότατου- 

ΆἈυτὸ σηµαίνει ότι η συνθήκη Ε΄’ (Ξ) - 0 δεν είναι και υκα- 
γή για την ύπαρξη ακρὀτατου στη θέση κ» ξΕΔ. 


3. Σκην περἰπτωση στην οποία το ξ δεν εἶναι εσωτερικό ση- 
µείο του ἂ, αλλά ἀκρο ενός διαστήµατας, π.Χ. [α,β] τότε η 
παράγωγος δεν μηδενίζεται πάντοτε αν και υπάρχει ακρότατο, 
στην θέση αυτή. ΄Ετσι στην συνάρτηση { µε Ε(κ) ".χ και µε 
Δ-- [α,β] παρατηρούμε ότι η παράγωγας Μ΄ (Χ) 5 { κε [α,β] 
και παρά το ότι στο άκρο α έχουμε ελάχιστο και στο ἀκρο β 
μέγιστο, εν τούτοις η παράγωγος 6ε κανένα σηµείο αήὀ αὐτά 
Είναι μηδέν. 


4 Ακόμη πρέπει γα προσέξουμε, ὅτι η συνάρτηση Β είναι δυ- 
νατόν να παρουσιάζει σε ἕνα σηµείο του Α ακρὀτατο (τοπικὀ) 
και εν τούτοις ούτε καν να υπάρχει η παράγωγος στο σηµείο 
αυτό, 
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"Ετσι γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση { µε Εκ) - |ΧΙ δεν έχει 
παράγωγο στην θέση κ Ξ 8, παρόλα αυτά όµως έχει ελάχιστο , 
και μάλιστα ολικό στην θέση αυτή, γιατί Μ(κ) Ξ Ιχ/20 
ΝΧΕΧ και Γπίπ 5 θγιακςο. 


5. Είναι επίσης δυνατὸν γα µην έχει η συνάρτηση ἔ παράγωγο 
σε ἕνα εσωτερικό σηµείο του Δ Καὶ στο σηµείο αυτό να µην ἑ- 
Χει ούτε ακρότατο (τοπικό). ΄Ετσι η συνάρτηση Ε µε Βίκ) - 

5 Ύκ µε ἃ - [-ἵ,ε1] δεν έχει παράγωγο στο σηµείοχΞξς 0 


εσωτερικό του ἁ 5 [-{11], αφού ϱ’ (9) τ τή νκε [-1με]-α 
αλλά στο σηµείο αυτό οὖτε μέγιστο οὗτε ελάχιστο (τοπικά) ἑ- 


χει, γιατί, όπως εἶναι αµέσως φανερό στο [-1,εῖ], η 6 εἶναι 
γνήσια αύξουσα. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΗΛΤΑ. 


1. θεωρούμε την συνάρτηση { µε Ε[κ] -κὶ και προφανώς 
34) - Κ. Υπάρχει η Ε΄ (0) - 0 και όμως δεν είναι θέση ακ- 
ρότατου. 

Απάντηση: Προφανώς Σ΄ (αχ) Ξ 3κ2 Υν ΧΕΕ και τότε {’(0) - 0. 
Στην θέση όµως χ Ξ 0 η συνάρτηση δεν παρουσιάζει ακρὀτατο, 
αφού αν Χι «Χ» µε Χι,χ2ΞΚΕ, θα είναι και ΤίΧι) Ρίκο) και 
η συνάρτηση εἶναι γνήσια αύξουσα. 


3. θεωρούμε την συνάρτηση Ε µε {(Χ) -/Τ-ΤπΣ. Υπάρχει παρά- 
Ύωγος στην θέση χ - 0. Υπάρχει ακρότατο στην θέση αυτή; 


Απόδειξη: Πρέπει: 1-ὔχ2ε0 ο -Ι"ΕχΞΊΙ και επομένως: 


38) 5 [1,1]. Ἡ παρόγωγος της { εἶναι: 

. 1 

τ. (κ) στρ ---- 

2: -Ψκ τν 

Και προφανώς δεν υπάρχει στη Βέση χ- 0. 

Επειδή όμως είναι: νΙ-χτς1 ν κ Ε[-τ,1]-{01, έπεται 


(κ) «1 νκε [-1.1]- {0}. ενώ για κΞ 0 παίρνει την τιµή 
τί) - 


χΧΞῦ. 





ότι 


Ίν οποία αποτελεί προφανώς μέγιστο της τ στη θέση 
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5.12. θεώρημα του βο]]ε 


Εάν η συνάρτηση Ε εἶναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα 
[α,β] και παραγωγίσιµη τουλάχιστον στο ανοικτό διάστηµα 
(α,β) και εάν ε(α) - Ε(Β), τότε υπάρχει ἑνα τουλάχιστο 
ΕΕ (α,β) έτσι ώστε Ε΄ (5) - ὓ. 


Απόδειξη: Διακρίνουμε δύο περιπτήσεις: 
α) Η 4 είναι σταθερή στο [α,β] και 
β) Ἡ {να µην είναι σταθερή στο [α,β]. 

Στην πρώτη περίπτωση κατό την οποία η Ε εἶναι σταθερή στο 
[α,β] και προφανώς συνεχής σ᾿ αυτό, θα έχουµε: 

Ακ) - ε(α) -Ε(Β) - εαν {{κ) - ο και αυτό Υὶ κε [α,β]. 

Η παράγωγος της Ε στο (α,β) υπάρχει Νὶ κεία,β) και εἶναι 
όπως ξέρουμε, Ε΄ (κ) - 0 Υψ κε(α,β). 

Επομένως υπάρχει ΕΕία,β) έτσι ώστε Ε΄ {Ε) Ξ Β, (προφανώς 
ν ΕΕ {α,β)) και η πρόταση ισχύει. 

Στην δεύτερη περίπτωση κατά την οποία π Γ δεν είναι στα- 
θερή στο [α,β]. αλλά εἶναι συνεχής σ᾽ αυτό και ισχύει: 

Γ(α) -Ξ Τίβ), Θα υπάρχει ἕνα τουλάχιστο χεΕ(α.β] έτσι ώστε 
Εκ) (ία) - ε(β] ἡ Εκ) «τία) - ΠΒ), αφού η Γ δεν είναι 
σταθερἠ στο [α,β]. 

΄Εστω ότι είναι {ἰκ) » Ε{α) - Ε(β) (1) 

Επειδή η Ε είναι συνεχἠς στο [α,β], 8α υπάρχει ένα τουλά- 
χιστο Εξ Ε[α,β], στο οποίο η { παίρνει την μέγιστη των τιμών 
της και επομένως: ε(ξ) -- πᾶχξί(χ), δηλαδή: {(ξ) 2 1(χ) 
γκετα,β], και βάσει της (1) είναι ξ γα και ξ Αβ, ἄρα 
ξεία,β). Επειδή α «κ «β, τότε: 


ίκ)-τ(Ε) 
χ-ξ 


αν ἔςκ-ςβ, θα είναι: 50, και 


Εκ) -είξ) ος 
πεν νν 
Ἀλλό απὀ την υπόθεση υπάρχει η παράγωγος της ἓ στην θέση 
κ.- ξεία,β] και επομένως υπάρχει και το: 
{πα (κ) εξ) πτίκ)-ε(ξ) α(κ)-τ(ξ) 
ο ο επ κ ... 


και βάσει των προηγούμενων σχέσεων 8α είναι: 


αν αξκ«ςξ, θα εἶναι: 





5 Τΐπ 
κοετε 


Ξ τς) 





Ία ΣΙΤΕΙΞ) «ο και ανα ΤΟ ΕΕ) κο 


κ κενο ο. 
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το οποίο σηµαίνει: ε΄(Σ) Ξ 0. 
"0μοια εργαζόµαστε αν ε(χ) «τία! Ξ είβ). 


ΗΛΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 


Ἡν Οι υποθέσεις που έγιναν για την ισχύ του θεωρήματος του 
Λο]16, δηλαδή οι: 

α) Η { συνεχής στο [α,β] 

Β) Η { παραγωγίσιµη τουλάχιστον στο (α,β) 

γ) ε(α) Ξ ε(β), 

ονομάζονται αυνθήκες του βο]19. 


2. Καμμία απἀ τις συνθήκες αυτές ὄε µπορεί να παραλειφθεί κα- 
τά τις εφαρµαγές, γιατί εἶναι δυνατόν να οδηγηθούµε σε λά- 
θος συμπεράσματα, όπως αποδεικνύουν τα παρακάτω παραδείγµα- 
τα: 

α) Η συνέχεια της Τ στο [α,β] δεν µπορεί να παραλειφθεί. 


ΠΑΡΑΔΕΙΓΗΛΤΑ 2 
ἆ ταν κς(θ,1] 
Ίν Ἔστω η συνάρτηση ϱ µε: Είκ) 5 { ἃ 

ϱανκ- 0 


να εξεταστεί αν υπάρχει ΣΕ(0Ο,1) ἔτοι ώστε {Ε΄ (Ε) - 0. 
Απάντηση: Ἡ συνάρτηση εἶναι κατ᾽αρχήν εντελύς ορισμένη στο 
κλειστό διάστηµα [0,1]. 
Εξετάζουμε ον εἶναι συνεχής οτο [0,1]. 

Γιαυτό εἴετάζουμε το Τ]πΓ(χ) αν συμπίπτει µε το 
τ(ϱ) -ο. ος 
"χουμε: Ἰπε(κ)  Ἱληί ὁ -2) - του. 

μας αχ 

Επομένως η { δεν είναι παντού συνεχής στο [0,1] γιατί είναι 


ασυνεχἠς στη θέση κ - 0. 
Παρατηρούμε ὁτι ισχύει Μ(0) -Η(1) ο, 

Βρίσκουµε την {΄(χ), η οποία είναι ϱ΄(κ) : -ἓσνκε(ον) 
και προφανώς είναι 5’ (κ) {0 ν κε(θ,1}, δηλαδή δεν υπάρχει 
ΣΕ (0,1) έτοι ὥστε 5’ (Ξ) - 0 και το συμπέρασμα του θεωρήµα- 
τος δεν ισχύει. 

ΊἼστε η υπόθεση της συνέχειας της { παντού στο [α,β] δεν 
8 
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µπορεί γα παραλειφθεί. 


Β) Η ύπαρξη παραγώγου τουλάχιστο στο (α,β) δεν µπορεί να πα- 
ραλειφθεί. 


2. Ἔστω η συνάρτηση { µε ϱ(κ} - 2-1 και µε [αιβ] - 
5 [τ1ρτ]- Κα εξεταστεί αν υπάρχει ξΕ(-!»{) έτσι ώστε 
(5 
Απάντηση: Προφανώς η Ε είναι παντού ορισµένη στο κλειστό 
διάστηµα [-1,ε1]- Επίσης η 5 είναι παντού συνεχής στο [-1, 
3Ώ. Επίσης είναι: τί!) 5 εἰ-!τ) Ξ 0. 

Κας μένει λοιπόν να εξετάσουμε αν υπάρχει η παράγωγος αυτής 
τουλάχιστον στο {-1,1}. Αλλά η παράγωγος της { στην θέση 
κ 0 δεν υπάρχει. 
(δις). 





ΟΚΤ. (Ξ1) 1, 


λα ω αι. 


μ.σ.ο 





Πράγματι: 11η ἳ- 
η 





τ λα ψ το καὶ Ίνα ΕΑ)ΓΓΙΡ) Ξ -οο και Ε΄ (κ) - Ύκτ-τ]- 
{ Ἱ Ἡ 
5 η) κ (κο) κο κ εξ κ κ κε µεκ κο. 
να 


Είναι επομένως ϱ΄(κ) 0 9Νκχε(-!Ι,!) και ἄρα δεν υπάρχει 
ξεΕ(-1,31) έτοι ὧστε ϱ’(ξ) Ξ 0 και το συμπέρασμα του θεωρή- 
µατος δεν ισχύει. 

΄Ωστε η Ε εἶναι παραγωγίσιµη τουλάχιστον στο (α,β) δεν 
µπορεί να παραλειφθεἰ. 


Υ) Ἡ υπόθεση {(α) - ϱ(β) δεν µπορεί να παραλειφθεί. 


Παράδειγμα 3. θεωρούμε την συνάρτηση { µε Ε(ΧΥ - 2χ" και 
[α,β] - [1.2]. Κα εξεταστεί αν υπάρχει ξΕ(1,2) ἔτσι ὥστε 
Σ΄ (5) 5ο 

Απάντηση: Προφανώς η { είναι παντού ορισμένη στο [1,2] και 
παντού συγεχκἠής α᾿ αυτό. 

Επίσης η Ε παραγωγίζεται παντού στο (1,2) και η παράγυ- 
γος αυτής εἶναι: Γ΄ (χ) - θχ” ΨΧΕ(1,2), αλλά δεν ισχύει: 
{1} 5 ϱ(Σ) αφού ϱ(1) -ἐ/3ὲ- τί2). 

Προφανώς είναι ϱ΄(κ) α 0 ν χε(1,2) και επομένως δεν υπάρ- 
χει ξε(1,2) ἐτσι ώστε ϱ’(Σ) - Ώ, το συμπέρασμα του θεωρή- 
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µατος δεν ισχύει και η συνθήκη ε(α) 5 Είβ) δεν µπορεί να 
παραλειφθεί. 


Παρατήρηση 4. Παρακολουθήστε τώρα το παρακάτω παράδειγµα, 
το-οποίο διαφέρει απὀ το προηγούμενο στο ότι: 
[αμβ] - [1 Σ]« 
Ἔχουμε δηλαδἠ Μ(κ) -2κ" και [α,β] -[:1.2]. Σύµφωνα µε 
τα παραπόνω η µόνη συνθήκη που δεν πληρούται είναι η 
εία) 5 Ε(β), γιατί εδώ ϱ(-1) 5 2 και ϱ(2) Ξ 32, αλλά υπάρ- 
χει ξεί(-1,2) έτσι ώστε ϱ΄(Ξ) - 0. 
Πράγματι (κ) Ξ Εχ και γιακχ 5 ξ- 0 είναι; ΕΕ) -ε’(0)- 
5 ἃς 

λυτό αποδεικνύει, ότι αν παραλείψουµε µια απὀ τις συνθή- 
κες, εἶναι δυνατόν να µην οδηγηθούµε σε ἀτοπο, πράγμα που 
σηµαίνει ότι οι συνθήκες του ΚοΊΊε είναι ικανὲς, ώστε να υ- 
πάρχει ξξ(α.β) µε Ε’(Ξ) - 0, ὄχι όμως και αναγκαίες. 


Παρατήρηση 4- Το θεώρημα του Κο]]Ίο έχει εφαρµογή και ακόµη 
όταν για κάποιο κι εσωτερικό σηµείο του (α,β) π παράγώγυς 
στη θέση κ κιε (α,β) απειρίζεται. Αυτό συμβαίνει, γιατί, 
κανένας περιοριαμός δεν υφίσταται για την πἀρόγωγο σε όλα τα 
σηµεία του (α,β), αρκεί η { να εἶναι ουνεχής στο [α,β], α- 
φοὐ ο περιορισμός της παραγώγου σε ἑνα σηµείο χοξ (α,β) εκ- 
οράζει απλώς ότι η εφαπτόµεγη του διαγράµµατος της ῇ στο ση- 
µείο αυτό είναι παράλληλη στον άξονα των Υ. 


Σηµείωση: Παρακάτω µετά την γεωμετρική ερμηνεία του θεωρή- 
µατος του βο]16 αναφέρουμε και άλλα παραδείγματα, στα οποί- 
α δεν εφαρµόζεται το θεώρημα, µε την γραφικἡ τους παράστα- 
ση. 


5.13. Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος του Βοῖ]ε 


Ἡ συνάρτηση Ε µε ΕίΧ) Ξε κε [αιβ] έχει διάγραµµατοευ- 
Βύγραμμα τµήµα ΑΒ που εἶναι παράλληλο στον άξονα των κ. 

Επειδή Ε΄ (κ) - 0Υ κε τα,β], έπεται ότι η εφαπτόµενη στο 
διάγραµµα της Ε εἶναι παράλληλη στον άξονα των κ σε κάθε ση- 
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σηµείο χΕ(α,β) 
(συμπίπτει µε 
την ΑΒ). 

Στην περίπτωση Ί 
κατά την οποία -η 
Ε.εν είναι στα- 
θερή στο [α,β], 
τότε το διάγραµ- 
μα της Ἐ είναι 
µια συνεχἠς γραµ- 
μή», π οποία ανα- 
χωρεί από το ση- 
µείο Α[α,έ(α]] 
και καταλήγει στο σηµείο Β[β,Ε(β)]. Σε κάθε σηµείο της Υραµ- 
μή μεταξύ των Α και Β υπάρχει και µία εφαπτομένη, όχι παρά- 
ληλη στον άξονα των χ. Τα θεώρημα του ΒοΊ]6 µας πληροφορεί 
ότι υπάρχει τουλάχιστον ἑνα σηµείο της γραμμής {διάφορο των 
άκρων), που η εφαπτόµενη της γραµµής σ᾿ αυτό είναι παράλλη- 
λη στον άξονα των κ. Στο σχήμα στο σηµείο Μ[Ε,{(ζ)] η εφαπ- 
τόµενη της γραµµής εἶναι παράλληλη στον άξονα των Χ. Εύκο- 
λα καταλαβαίνουμε ότι δεν είναι και το µοναδικὀ, 

Παράδειγμα {. Η Τ µε Ε(κ) Ξ χ)-δχιᾶ και ΦίΕ) Ξ Ε στο κλει- 
στό διάστηµα [1,3] είναι προφανώς συνεχἠς και παραγωγίσιµη 
Υ κε(1ν8) µε Εκ) Έκ-ὰ και ϱ(1) 5 ε(4]) Ξ0. 

Στο διάστηµα αυτὀ το οηµείο εἶναι µοναδικὀ, γιατί Τ΄(Σ)Ξ 
50θ9ξ-2. 

Παράδειγμα 2. Η { µε Ε(Χ) -χ)-χ είναι συνεχής και παράγυ- 
γέσιµη Ν χΕΧ. Στο διάστηµα [-1,1] είναι: ε(-τ) Ξ ε(1)Ξ- 6 
και επειδή Γ΄ (κ) - 3χ7-1, υπάρχουν δύᾳ σηµεία ξ,,ξ1Ε(-1, 
Ί}ν ὡστε Γ΄ {1 Ξ 0 και Ε΄ (Σ2) Ξ 0, είναι τα 


ἔν τε τσ κα τν πι 


κο) 
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Ἡ. προὐπόθεση της.συνέχειας στο [α,β] είναι απαραίτητη για 
την ύπαρξη του ξεί(α,β) 

Στο πρὠτο σχήμα η συνάρτηση εἰναι αύξουσα στο [α,ξ], ασυ- 
νεχής στο Εξ, και φθίνουσα στο [Ξ,8]. 

Στο δεύτερο σχήµα φαίνεται ότι Π συγέχεια στα άκρα α,β εί- 
ναι απαραίτητη. 

κ-δ αν κ 
Παράδειγμα 3. ᾿Εστω η συνάρτηση Ε µε Ε(κ) " ϱ αν κ-1 
και νσχύει 8{1) - Ε{2) - 0 και είναι συνεχής στο (1.2], ὁ- 
Χν όμως και στο [1,2] και τα θεώρηµα του ΒοΙ]Ίε δεν έχει ε- 
φαρμογή. 

Ἡ προὐπόθεση της ύπαρξης παραγώγου στο ξΕ{α,β) πεπερασ- 
µένης ἡ και άπειρης είναι απαραίτητη. Στο πρώτο σχήµα το 
διάγραµµα της { έχει για µια τιµή κ 5 ΣΕία.β) εφαπτόµενη, 
παράλληλη προς τον άξονα των Υ και στο δεύτερο σχήμα οι ε- 
φαπτόµενες σχηματίζουν γωνία και επομένως δεν υπάρχει η πα- 





Χ-ι αν κο [1,2] 

ὃ-κ αν κε 2,3] 

δεν υπάρχει παρόχωγος στη θέση κ- 2 και το θεώρημα δεν ἑ- 
Χει εφαρµογή. 

Αντίθετα, η ύπαρξη παραγώγου στα άκρα δεν είναι απαραίτη- 
τη, όπως φαίνεται απὀ το τρίτο σχἠµα, αναφερόμενο στη συνά- 
ρτηση µε Ε(κ) -Ι-χΣ και µε διάστηµα το [-1μ1]. Υπάρχει 
εδώ ξ Ε(-1,1) έτσι ὥστε Ε΄ (5) 5 0 εἶναι το ξ - Ό, ενώ οι πα- 
ράγωγοι, στα άκρα απειρίζονται. 

Τα παρακάτω σχήµατο δείχνουν ότι οι συνθήκες του Κο]19 εί- 


ραγωγος της Γ στο ξ. "Ετσι ον Ρ(Χ) 


ναι ικανές όχι όµως και αναγκαίες για την ύπαρξη του ξΕεία, 
Β) ἐτσι ώστε εξ) -ᾱ. 

Το θεώρημα του, ΚΟ]1ε εφαρµόζεται ακόµη και όταν για την 
συνάρτηση ΡΕ τοχύουν: 
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1. Ἡ 5 ορισμένη και συνεχής στο [α,.οο) ἡ (-0,β], 
2. Ἡ Ρ” εντελώς ορισμένη στο (α,:0ο) ἡ (-0ο,β). 





8. ε(α) 5 0 και το 1π{(χ)Ξ 0 ήΜ(β) - 0 και 1 πείΧ) -ο 


Αυτά γἔνονται αµέσως φανερἀ και απὀ τα παρακάτω σχήματα. 








5.14. θεώρηµα της μέσης τιµής (10 γ1ηε) 
Εάν η συνάρτηση ἕ µε 3(4) - [α,β] είναι συνεχής στο [α, 
Β] και παραγωγίσιµη τουλάχιστον στο (α,β), τότε υπάρχει 


ξε(α,β) έτσι ὥστε: 
᾿ Γ(Β) -ε(α) 
τς δα 


Απόδειξη: Γι αυτό θεωρούμε την συνάρτηση ΕΙ µε τύπο: 
Σεκ). ε(α)-ε(κ)«(κ-α) «θε Εία) και µε 31) -5ίθ:- 
5 [α,β]. 

Ἡ συνάρτηση Ε1 πληροί τις συνθήκες του Λο]]18 γιατί: 

α) Είναι συνεχἠς στο [α,β] σαν ἀθροισµα συνεχών συναρτήσε- 
ων. 

β) Ὑπάρχει η παράγωγος αυτής η οποία είναι: 


τέ(α) 5 εως Σδτία) Υ κε (α,β) 


Υ) Ἑτ(α) Ξ Γι(β) Ξ ἢ και επομένως υπάρχει ξΕία,β) έτσι ὡσ- 


τες ΕΜ{Ε) - ο ο ΗΕ) - εν ΠΡΙ νο. 
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(8) - ΕΦ) -Εία) 
θε.) μα 
Σηµείωση: Το θεώρημα λέγεται και "θεώρημα των πεπερασμένων 
αυξήσεων". 


5.15. Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος. 


Το διάγραµµα µιας συναρτήσεως ΓΕ η οποία πληροί τις συνθή- 
κες του βο]1ε 
στο [α,β] εἰ- 
γαν ένα τόξο 
του οποίου η 
χορδἠ εἶναι 
παράλληλη µε 
τον άξονα των 
κ. Ἡ τσκύς του 
θεωρήματος µας 
εξασφαλίζει την ύπαρξη εγός σηµείου επἰ του τόξου στο οποία 
Π εφαπτόµενη εἶναι παράλληλη προς τον άξονα χ΄Ὀκ και εποµέ- 
γως παράλληλη προς την χορδή ΑΡ. 

Στην περίπτωση του Βεωρήματος της µέσης τιµής διατηρόντας 
τις δύο πρώτες υποθέσεις, δηλαδή την συνέχεια της Γ καν την 
παραγωγισιµότητα αυτής, αλλά παραλείποντας την συνθήκη {Ε(α)- 
5 Τ(Β), οδηγούμαστε στο συμπέρασμα, ότι υπάρχει σηµείο στο 
τόξο στο οποίο η εφαπτόµενη εἶναι παράλληλη προς την χορδή 
ΑΒ, αλλά τωῤα "πλάγια". 

Πράγματι στην περίπτωση αυτή ο συντελεστής διεύθυνσης 





της ΑΒ είναι Α- ΓΛῤ:Σ(3) καὶ το θεώρημα της µέσης τιμής 


µας πληροφορεί σχετικἁ µε την ύπαρξη ενός τουλάχιστο σηµεί- 
ου.Ν, το΄οποίο αντιστοιχεί στο ξ Ε(α,β), στο οποίο η εφαπ- 
τόµενη είναι παράλληλη της ΑΒ. 


Παρατήρηση 1. Το β-α εκφράζει την αὐξηση της μεταβλητής µε- 
ταξὐ των β και α και το Γ(β)-Εία) την αντίστοιχη αύξηση της 
αινάρτησης και στο θεώρημα Χρησιμοποιούμε τις αυξήσεις αυ- 
τὲς οι οποίες είναι πεπερασµένες ονομάζεται, όπως είπαµε, 
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θεώρημα των πεπερασμένων αυξήσεων σε αντίθεση των απειροσ- 
τών που Χρησιμοποιούμε συχνά στην Ανάλυση. 


Παρατήρηση 2. ᾿Οπως φαίνεται στο σχήµα το σηµείο Μ δεν εί- 
γαι το μοναδικό πάντοτε, 


Παρατήρηση 3. ΄Όπως και στην περίπτωση του θεωρήματος του 
Λο]Ίε η συνέχεια της { στο [α,β] εἶναι απαραίτητη,όπως δεί- 
χνουν τα σχήματα. 


| 
| 
| 
᾿ 
| 
| 





5 ποτ η, αν 
Επίσης η ύπαρξη παραγώγου είναι απαραίτητη στο (α,β), όπως 
δείχνουν τα παρακάτω σχήµατα 





Παρατήρηση 4. ᾿Όπως και στα θεώρημα του Βο]16 έτσι και εδώ 
οι συνθήκες εἶναι ικανὲς για την ύπαρξη του ἕ έτσι ώστε: 


Ε.Ε) εδ τΕ(Β) αλλά δεν εἶναι αναγκαίες. 


5.16. Γενικευμένο θεώρημα της µέσης τιµής ({0αὐςΛΥ} 


Εάν οι συναρτήσεις Ει καν Ε, ορισμένες στο [α,β] και συ- 
νεχείς α᾿ αυτό Είναι παραγωγίσιµες τουλάχιστον στο (α,β)]και 
το(κ) ϱ 0 Νν χεία,β), τότε υπάρχει ξ εία,β) έτσι ώστε: 


ΠΚΕ). Ε.(β)-ελ(α) 
ΕΕ)  Ἑρίβ)-έ,(α) 
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Απόδειξη: Κατ αρχήν δείχνουμε εύκολα, ότι δεν είναι {ε(β)- 
-Εε(α). Γιατί αν αυτό συνέβαινε, τότε κατά το θεώρημα Βοῖ- 
19 θα υπήρχε ΣΕ (α,β) έτσι ώστε Ε4{Ξξ) - 0, ἀτοπο, αφού απὀ 
την υπόθεση 5΄(Χ) 60 νκεία,β). 

Εάν τώρα θεωρήσουμε την συνάρτηση Ε µε: 





Ε() 5 ενοτην(α)- τοσα) (τοίχο (α)) 


µε 35) -{α.β], τότε γι αυτήν υσχήουν οι συνθήκες του Βο]- 
18, Υνατί: 

α) Είναι ορισμένη και συνεχής στο [α,β]. 

Β) Ὑπάρχει η παράγωγος αυτής στο (α,β) και είναι: 


Επ) τε) β Ισ ρ η) Μ1{κ) Ν χε (αι) 
Υ) Εία) - Είβ) 5-0 
Επομένως υπάρχει ξ Ε(α,β), ἐτσι ώστε Ε΄(5) Ξ 0 


ραι Ε.Σ) τε) ΗΡΙ) Πίο 


.ΐίξ ας ιβ] -Ει(α) 
ποτε ο ΕΙΡ τία) 








Βεώρημα- Εάν η συνάρτηση { είναι παραγωγίσιµη ν κεΕΦ(Ε) και 
εσχύει: Έ (κ) Ξ 0 6 χΕΞ({), τότε η Ε είναι µια σταθερἁ στο 
342) και αντ[στραφα. 


Απόδειξη: Γιατί αν Ένιξεε 3(8) µε ἒι «ξε, τότε Π Γστο διά- 
στηµα [ξινξ.] εἶναι εντελώς ορισμένη, ουνεχής α᾿αυτό και πα- 
ραγωγίσιµη στο (ξι»ξ2) Και τότε, κατά το θεώρημα μέσης τι- 
µής, υπάρχει ξεί(ξι,ξ2) ἐτσι ώστε: 
ο Εξ) -ε(ξι) 
τν εντ 


Ἀλλά Ε΄(Ξ) - 0 απὀ την υπόθεση. Ὀπότε αφού ξι { ξ» 8α είναι 
και ΕίΕι) τς Εξ.) και αυτό ΥΣ ἒι,  ἔεε 31). Επομένως αφού 
ν χΕ9ί(Ε) είναι είΧ) - ο. έπεται η Ε σταθερά στο 9/5). 

Το αντίστροφο είναι απλό. 


Παράδειγμα Ί. Να αποδειχτούν οι ταυτότητες: 


4) α. νβ2Ηγ ναβιβγτγα - : Γ(α:β) Σε (β1Υ) 2 (γνα) 1] 


44) συνᾶα - ἄσυν ᾽α-Ίσυνα 
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11) ο. Ίπα-Ίηβ, α,βε Β3 


Λύση: 1) θεωρούμε την συνάρτηση { µε 

Εκ) τ κ) εβήτγ «βκκβγνγκ- 1. [(κ9β)Ἅν(ΒηΥ) ή (για) 1 

Η Τ είναι παραγωγίσιµη Υ χΕΧ και είναι 

σα) τς 2κκβΗΥ- -ᾱ- (ὄκκἔβεξκκ2η) "9. "Αρα Ε(Χ] » ε ΥκΕΒ. 


Επομένως και µε κ - 0 βρίσκουµες - 0. 
Συνεπώς έχουμε Υ κεΕ, Ε(κ) 0 -- κ νβΣεγ” ναχνβγηνκ 


-ὁ (κκβ)Λ«(ΡΑΥ) Λκ(γεκ) ΤΝ ΚΕΒ. οπότε και µε κ - α θα ισχύ- 


αξ εβ2 ΕΥ” ναβ«βγ2γα - φ- [(β.α)29(βΥ) 2ε(γαα)"] 





ε 


14) θεωρούμε την συνάρτηση { µε ΞΙΧ) Ξ συν3χ-άσυν χ»3συνχ 
που εέναι συνεχἠς και παραγωγίσιµη στο Ὦ µε 

Έλα) 5 -Δημᾶχα12συν΄ χημα-δημκ - -θ(Δημχ-δημ)χ]ν 

12συν” χημχ-ἄημα 5 -θημκα12ημχν12(1-ημ” κ)ημα-δημκ - 0 

ψ χΕΚ. Επομένως Ε(Χ) 5ο }Υκεβκαυµεκ-ο σεχ) -ς-0ὓ 
΄Αρα εἶναι: συνθα - ἐσυν'α-Ίσυνα θέτοντας ὅπου κ - α. 


4434) θεωρούµε την συνάρτηση ἔ µε 


Μ(ὰ) τ Ἱπ-β  ΊπΚΕΊΠΡ που είναι παραγωγίσιµη στο {0,.5} µε 


παράγωγο Ε (κ) τπτ 0. ρα ν κΕ(0,νοό] είναι 


{(κ) το και µεκχς 1-3 ε-Ξ 0 οπότε Ν ΧΕ(0,30ο) έχουµε: 


σα -ο- Τη Ἡ- τΊηκ-1πΒ 50 Νκχε(0,κσο). "Αρα και µε 


α.5αΕΒ; έχουμε Ιπῇ 5 Ίπα-]ηβ. 


Παράδειγμα 2. Δείξετε ότι η συνάρτηση Ἐ µε Γκ) - συνζχ» 
ασυν 2(120Ύκ)1συν” {(2940”κ) εἶναι σταθερή. 


Λύση: Είναι αρκετὸ να δείξουμε ὁτι η παράγωγος της { είναι 
μηδέν. 

Είναι: Γ΄ (κ) --2συνχημκ-ζσυνί1203.κ)ημί1205.κ)- 

-2συν (2405 9«)ημ(24 03) - -ημλχ-ημ(240542χ)-ημ(480”52κ) 5 
5 -ημὂακ-2ημ(360542χ)συν1203 


Ξ τημᾶκ-2ημλκί- η } 5 -ημ2χνημκΞ ο 
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Δηλαδή είναι Γ΄ (κ) - Ὁ ν ΧΕΕ. Επομένως η ἓ είναι σταθερή, 


Βεώρηµα: Εάν οι αιναρτήσεες Ε; και Ε» είναι ορισμένες στο 
3{Γ1) Ωω 3{Γ2) - 3 και παραγωγίσιµες στο 3 και ισχύει 

Εκ) - Ε2(κ) Υ κε, τάτε αυτές διαφέρουν κατά σταθερά ὅη- 
λαδή: Γι(κ) Ξ Ερ(κ)ης νκχΕ3, και αντίστροφα. 


Απόδειξη: Γιατί αν θεωρήσουμε την συνάρτηση Ε µε Είκ) - 
πα (Χ)τΈε(κ) µε 38) - 3 θα έχουμε: 

Εκ) ΕΙ (κ)-εε(κ) - ὂ ν κεθ. Τότε όµως: Ε(Χ) -ς, άρα 
Εν (κ) Ῥε(κ)ηο, Προφανώς το αντίστροφο είναι απλὀ, 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 


1. Το γενικευµένο θεώρημα της µέσης τιµής (6ά1εΛΥ) ισχύει 
και όταν οι παράγυγοι των συναρτήσεων Τι και {ε απειρίζον- 
ται, ὀχι όµως συγχρόνως σε ένα σηµείο του διαστήµατος (α,β) 


2. Εάν στο θεώρημα ζαΗςΝΥ υποτεθεί ὅτι Για) - Ε2(α) - 
τότε Ν χΧΕ (α,β) υπάρχει ξΕία.κ) έτσι ώστε: 


με κ τικ) -Ελ[α), κκ). 
(τσ τεκ]-Εε[α) εκ) 
8. Στα θεύρηµα ζαιεΒΥ αν υποτεθεί ότι {2(Χ) -Χ, θα έχουµε 


ΠΕ), Ενβ]τειία]. 
τα) τ τα (β) τε τα] Α 


Αλλά Εσ(κ) 5 Ί και άρα Ε2(5) Ξ Ἰ και Τ2(β)-Εε(α) Ξ β-α και 
η (1) γίνεται: 

Εν (β) Ένα) 5 (β-α)ε(Σ) 
και ἐτοι ἔχουμε το θεώρημα της µέσης τιµής του Ιάφγᾶη09. 





4. Γνωρίζουμε ότι ισχύει: 

Ε(β)- Μία) - (β-α)ξ'(ξ) µεαςξ«β και όμοια; 

Γ(α)-Ε(Β) - [α-β)Τ'(ξ) µεβεξ-α 
και επομένως Χωρίς να εξετάσουμε την σχέση μεγέθους των α 
και β μπορούμε να γράφουμε: 

ΕἰκαλτΕίκκ) 5 (κκτκε) εξ) 

µε Εξ µεταξύ χι και Χ; (γνήσια). 
Εάν τώρα τεθεί β Ξ αἲε 9» β-α Ξ Ε, τότε αν Εξ µεταξύ α και 
αγε Θα έχουµε ὁτι το ξ-α θα βρίσκεται µεταξή ϱ και εκαι σι- 
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νεπώς το ;5-θα βρίσκεται µεταξή 0 και 1. Εάν δε τεθεί 









Ξ9µεῦςθς1, θο έχουμε: ξ Ξ αγεθ και τότε ο. τύπος 


ω 

που εκφράζει το θεώρηµα της µέσης τιµής παίρνει την µορφή 
{(ανε)-Εία) - εΡ΄(αιεθ) µεθςθς! 

Παράδειγμα Ί. Ὑα γίνει εφαρµογή του τύπου αυτού στην συνά- 

ρτηση 6 µε Ε(Χ) - χΖερχχφ/ Ρ,4ΕΒ. 





Απάντηση: Η { πληροί τις συνθήκες του θεωρήματος σε κάθε 
διάστηµα του πεδίου ορισμού της Β.΄ 

Ἡ παράγωγος αωτής είναι: {Γ΄ (κ) -Όκαρ, 

΄Ἔχουμε: Ε(ανε)-Ε{α] - (ανε)Σερίατε)η-α2-ρα-ᾳ - 

5 (ζαερ]εκεῖ και επομένως: (2αερ)εεεῖ - ε[ξ(αγθε)ερ]ς» 


«6: - Για την συνάρτηση { ο 8 εἶναι σταθερός και (- 


σος προς -ἰ-. Αυτό γεωμετρικά σηµαίνει ότι το σηµείο εποφίς 


της εφαπτοµένης της παράλληλης προς την χορδή των σημείων 
Ά και Β έχει τετμηµένη ση προς το ηµιάθροισµα των τετµη- 
μένων των άκρων της Χορδής, δηλαδή η απὀ το σηµείο επαφής 
παράλληλη προς τον άξονα των Υ διχοτοµεί την ΑΒ. 
Παράδειγμα 2. Να γίνει εφαρµογή στην συνάρτηση Ε µε Ε(κ) α 
Ξ Σιν Κα μελετηθούν οι αριθμοί Ξ.6. 

Απάντηση: Για την εφαρµογή του θεωρήματος στην συνάρτηση 





Ε(Χ} 5 -Ε πρέπει και αρκεί τα άκρα του διαστήµατος (α,β) γα 


είναι οµόσημα. Β παράγωγος είναι Γ΄ (κ) »-Ἱκγ κε [αιβ). 
Επομένως υπάρχει ΕΕ (α,β) έτσι ώστε: 

1 ο] αατ-". 

τα Ὁ [βτα) τε 
Από ᾽αυτήν παίρνουμε: ξ - αβ. 
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Εάν α»0, β20, τότε Ε- /αβ και αν α «0, β«ῦ, τότεξ- 
3 τή6Ρ {αφού ξ μεταξύ α και β). (Επομένως ο |Ε| είναι µέσος 
ανάλογος των α,β). 


ϱ αριθµός 9 θα δίνεται από τον τύπο; 8 -ᾖ-α . Εάν α»0 και 
β20, τότε: 


επ ανάλογα αν αςθ και βςῆ. 





5. Τονίζουµε, ὅτι τα παραπάνω δύο θεωρήματα δεν ισχύουν αν- 

τίστροφα αν το 3({Γ] είναι ένωση διαστημάτων. Λυτό δείχνουν 

τα παρακάτω παραδείγµατο. 

Παράδειγμα Ί. θεωρούμε την συνάρτηση Γ ορισμένη όπως παρα- 
ς 0 αν χεΒῖ 

ἱ -ο αν χΕεΒ” 

Ποιά η παράγωγος της: Τι παρατηρείτε; 


κάτω: Ἠ(κ) - 


Απάντηση: Προφανώς 5(1) - (-οο,θ) Ἡ {0,100) και Ε’(κ) - 0 
Υ χεβ({). Παρατηρούμε όμως ότι αν Και η παράγωγος αυτής 
} κΕΦ(Λ) είναι µηδἑν δεν είναι µια σταθερή στο 548). 
Παράδειγμα 2. θεωρούμε τις συναρτήσεις Γι και Τ: µε Μι (Χ)Ξ 
5 κχ και 9(5ι) -Ἐ-(0) και: 

Χγε αν χε; 

Χ-ε αν χεΚ- (ο 0) 

Ποιές οι παράγωγοι αυτών; Τι παρατηρείτε; 

Ἀπάντηση: Προφανώς Φ{52) - {-οο,0) ὕ{0,κσο]. Η παράγωγος 
της ἔι είναι Τ{(Χ) 5 1 } κεβίει) και η παράγωγος της 1, 
εἶναι σ{(κ) 5 ΤΝ κΕδ(Ες). ΄Ἴστε ν χΕΦί(Ει) Ωω 2{Ε1) έχουν 
ίσες παραγώγους, παρόλα αυτά η διαφορά των δεν εἶναι µια 
σταθερά Υ κε »δ( Γι) Ω 2{32), αφού Ει(Χ) -Εε(Χ) --ε αν χεΒὸ 
και Γα(Χ]-Ρο(Χ) 5 ς αν χεκ". 

6. Στο θεώρημα Μ.Τ αν υσχύει Ε{ξ:)Γ(ξε] «Ο, τότε στο διάσ- 
τηµα (Ε1,ξε) υπάρχει ακριβώς µια ρίζα της Ε(α) - 0. Γιατί, 
όπως ξέρουμε, αφού Ε/ξι){(ξε) «0 θα είναι, ἑστω Γ{Σι) «ες 
«Τίξ2), αλλά τότε, όπως ξέρουμε, απὀ τις συνεχείς συναρτή- 
σεις, υπάρχει ΕΕ{Σα,Σε) έτσι ώστε Εξ) - 0 και προφανώς 
κατά το Βεύρημα μοναδικό. 

7. Επανερχόµενοι και πάλι στο θεώρημα 2 παρατηρούμε ὁτι,αν 
για τις ρἶζες Χχ,κ2 υποτεθεί κι - κε, δηλαδή η µεταξύ των 
Εν και ξ» περιεχύµενη ρίζα της Ε(Χ) - 0 να είναι πολλαπλή, 


Γοίκ) - 
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τότε, όπως θα δούµε αργότερα, θα έχουμε Ρ' (χι) - 0 και επο- 
µέγως µεταξύ των διαδοχικών ριζών της Γ΄ (Χ}) - ῦ 8α υπήρχε 
καὶ η κ. ἄτοπο. 

Για την περίπτωση ακεραίου πολυωνύμου τυ ζήτημα είναι απ- 
λό. 

Πράγματι, αν η πραγματική ρίζα ρ του πολυωνύµου Τ(κ) εί- 
ναι πολλαπλότητας ΚΕΝ, τότε η ρ εἶναι και ρίζα της παραγώ- 
Ὑου πολλαπλότητας κ-ἰ. Ἶ 


Απόδειξη: ΄Εστω ότι; Ε(κ) Ξ{κ-ρ ]"πίκ) µε πίρ] κ 0. θα ἐχου- 
ει Ε΄ (κ) 5 κίκ-ρ)” πχ) ε(κ-ρ) π' (κ) 5 

5 (κ-ρ)ἩΤ[κπ(κ)ν(κ-ρ)π΄ (κ)] και επειδή κπίρ)!(ρ-ρ)π΄(ϱ) 
5 κπ(ρ) { Όν η ϱ είναι ρίζα της παραγώγου πολλαπλότητας 
κῖ, 

Η αντίστροφη πρόταση έχει ως εξής: 

Εάν το πολυώνυµο {(κ) και η παράγωγος αυτού ϱ’(κ) χουν 
την ρίζα ϱΕΒ κοινἠ και είναι πολλαπλότητας κ-! για την πα- 
ράγωγο, τότε θα είναι πολλακλότητας κ για το Μ(κ). 

Για αν η ϱ ἠταν πολλαπλότητας µΕΝ για το Γ(κ), τότε για 
την παράγωγο θα ἠταν πολλαπλότητας µ-Ί. Εύκολα έπεται, ὁ- 
τιμ- κι 


ΠΛΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΣΤ0 Θ. Γεγπαῖ- 8. Βο]]Ίο- θ.Μ.Τ 
Ί« Αίνεται η συνάρτηση 6 µε Είκ) -κ΄αχεῖ /ς 
Λείξετε ότι στο σηµείο χο ---ῄ-“παρουσιάζει ολικό ελάχιστο 


Λύση: Για να έχει η Ε ολικό ελάχιστο στη θέση χο 5 -φ 


πρέπει Νν κΕΒ να ισχύει Μ(κ) Σ{ί-ὁ-} -- χλνκεῖ αἩ- ---ν 


αἳ ον ἀχλιθχηὴ 1-2 ο ἠχ2νάχεί ε0 «ν (2χ»1})3ε0 που ισ- 
χύει. 
Επομένως η 6 έχει στη θέση κα - --ᾖ- ολικό ελάχιστο και εἰ- 


ο ο... 


Σ. Δίνεται η συνάρτηση 6 µε ΕίΧ) -ᾶς συν και κε [0,2] 
κα βρεθούν τα πιθανά ακρότατα της, 
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Λύση: Βρίσκουµε την πρώτη παράγωγο της Ε, 


νκ) "εχ-αχ(ημχ-συνκ) ., Σεακσυνχ  Ζσυνχ 
σσ 6ος ο σα ο παπε 


Όι πιθανές Βέσεις ακροτάτων θα είναι τα σηµεία του διαστἠ- 
µατος (0,2π) στα Οποία μηδενίζεται η πρώτη παράγωγος. 


Είναι Γ΄ (κ) Ξ 8 9» ουνκ Ξ 0 «ὸ συνχ - ουν ὃν 5κα- ἀκπε-σν 


κεΖ. Αλλά κε [0,2π] ο 05 2κπν - ςὖπ 5 --Ἡ- «ὖκης ᾗπ. 








Είναι {΄(κ) - Όλμκτο 


--- η εκς ᾖ-, κεζ -ν κ - 0 οπότε τὸ μοναδικό σηµείο του 


(0,2) είναι τοκ -). 


Επίσης ο « ὄκπ- ᾖ- «ὖη - -ᾖ- εὖκς ὃἩ { εκς ὃν κεξ 


Ξκ «1 ἁρα υπάρχει και το σηµείο κ «-ἷπ., 


Επομένως οι πιθαγὲς θέσεις ακροτάτων στο διάστηµα [0,2] εί- 


ναι τα σηµείακ --ᾷ-- καικ- ὃς. 


3. Αίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - εἰ -κεῖ. Να βρεθούν οι πι- 
Βανές θέσεις ακροτάτων της {. 

Λήση: Όι πιθανές θέσεις ακροτάτων της Ε ϐα είναι στις ρίζες 
της πρώτης παραγώγου. Είναι Ε΄ (κ) - οἳ-Ι και Γ’(χ) -0-- 

«9 εἴ-Ι 50 95 ὴ -6ἳ « χ- 0. "Αρα πιβανή θέση ακροτά- 
του είναι η κ- 0. 


ος ας 
ἃτκ, κ21 
Να βρεθούν οι πιθανὲς θέσεις ακροτάτων της {Γ. 
Λύση: Είναι (4) -Ε-(-ο,1]ύ (1, κ) 

{ ἐκ, κ «1 


4. Ἀίνεται η συνάρτηση { µε Ε(κ) - 


Η παράγωγος της Ἠ είναι τ’(χ) - 





και στην θέση κ Ξ 1 εἰναι (1) - 


α ΣΑΕ ΟΛΗ 4 και ϱ' 1η τι 





πο αν 


ατ Χ-τ 
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Αρα η Γ δεν έχει παράγυγο στο σηµείοχκ - 1. 

Ἡ πρώτη παράγωγος είναι μηδέν όταν ἐκ 0 Χ- Όπου είνοι 
δεχτή γιοτί κ. "Αρα µια πιθανή θέση ακῥοτάτου είναι η κ - 
Ξ 0 στην οποία υπάρχει η πρώτη παράγωγος, 

Εξετάζουµε τώρα µήπως η { έχει ακρότατο στο σηµείο κ - ! 
που δεν υπάρχει η πρώτη παράγωγος. 

Παρατηρούμε ότι όταν 0 «κε! είναι Γ΄ (Χχ) 20 και όταν κ» 
είναι Ε΄ (κ) «Ὁ. ΄Αρα η { παρουσιάζει και στη θέση χ Ξ 1 ακ- 
ρότατο γιατὶ η Ε΄ αλλάζει σηµείο στην περιοχή του 1 και εἰ- 
ναι το ε(1) Ξ 2. 


δ. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Γκ) -κ)-θχκ7κᾶκ. Κα εξετάσετε 
αν υπάρχει ξΕ(Π,1} τέτοιο ώστε Τ΄(Σ) -0. 


Λύση: α) Η Τ εἶναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [0,1] σαν 
πολυωνυµική. 

β) Έχει παράγωγο Υ χΕ{0Ό,Ί) καν είναι Ε΄ (κ) -3χ7-Βκεᾶ. 
Υ) Είναι ε(6) - εί1) - ο. 

"Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστο ξΕ(0,1} τέτοιο ώστε {(ξ)Ξ0 


πράγματι τ΄ (Ε) - 8 92Ε1-βειά 6 -ο πδ.. 


«Φος 4) εἰ). 


6. Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το ϐ. Βο]]ε για τις συναρτή- 
σεις: 

8) τί} τε στο διάστηµα [-1,1] 

1) ο(κ) - ζκ-Ί)2 στο διάστηµα [0,2] 

111) πίκ) τ χ΄ στο διάστηµα [-1,ῖ 


ἱκάττ] 





αλτέκ κα ἡ κατι 


ο 
Λύση: 1) Η Ἐ γράφεται: Μ(ὰ) 5 ο εοη ων 
Είναι δε συνεχής στο [-1,1] και παρανωγίσιµη ατο (-ῶ,-1) ὐ 
υ{-ΕνΏ ὐ (11ου). µε 

χ1-ι 
χε” Ἱ, κ») ή κς-ἲ 


τς τ{κιχιὸ 





ἔχε 





Ἀκόμη είναι {1} - 5 





και ϱ/ 1} Τί 


"ρα ΓΠΣ) «ΕΤ επομένως δεν ισχύει το θ. Βο]Ί8 στο 

[τν]. 

14} Η 4 εἶναι συνεχής στο [0,2] και παραγωγίσιµη στο (0,4) 
2 

3ὔκ-τ 

“Αρα είναι Ε(κ) ή νκείθ,1) 0 (192). 

Επίσης είναι 4{0) - ε(2) -ι. 

Επομένως δεν υπάρχει ΕΕ(0,2) τέτοιο ώστε τ΄ {Ε) - π. 


υ{1Σ) µε παράγωγο την Ε΄ (κ) - 





11Η) Η Ν εἶναι συνεχἠς στο [-1,1] είναι παραγωγίσιµη στο 
(Εν Ό δν Αλλά ΝΤ) ὁ Λ- Τὸ. "Όμως υπάρχει Σε(-1,1): 
ΡΕ) - 0, Πράγματι είναι Α΄ (Χ) - ἄκ 5Λ΄’() Ξ3ξ 5ο 
οξ- 0 ε(-1ν1) 


κἆναχιβ, κε [-1νο] 
γχ2κδχεᾶ, κε [ο,1] 

Κα προσδιορίσετε τα α,β,ΥΕΧΕ ώστε η Τ να ικανοποιεί τις συν- 
θήκες στο Β. ΒοΙΊ6 στο [-1,1]. 


7. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) «| 


Λύση: Για να ικανοποιεί Π Ε τις συνθήκες του Βο]]α πρέπει: 
Ἡ ει) τε.» 

} Να είναι συνεχής στο [-1,1] και αυτὸ θα συμβαίνει όταν 
μπεκ) 5 11πε(κ)- Μι) 





1) Ἡ Ένα εἶναι παραγωγίσιµη στο (-1»1) και αυτό θα συµ- 
βαίνει όταν {’ (03) - Ε;(0”). 

Απὸ την (1) έχουµε: 9 5 β-α.Ί (1) 

Από την (11) έχουμε: πα σία) .Λ3- 11πε(κ) ΞΒ«ΘΒΓΞ 3 (2) 


Από δε Την (111) έχουµε; ϱ’ (03) 5 τὴ" να ὦ 





ο ΜΗ... 
«-α - 6 (43) 
Από τις {1}, (2), (3) ἔχουμεα-δ,β- ὃν γ--τ. 


αχ”β-3. 1 ιμ κ σας. 
μὴ ο... 


κ κ 


καστ 
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8. Δίνεται η συνάρτηση ἔ µε ΕίΧ) -κ'-κ7-θχεΣ να εξετάσε- 
τε αν µπορεί να εφαρμοστεί το ϐΘ.Μ.Τ στο διάστηµα [0,2] και 


αν ναι να βρείτε ξε [0,2) τέτοιο ὥστε 5’ (5) -{(2)Η9) 


Λύση: Η 3 είναι συνεχής στο [0,2]6Ὦ «αι παραγωγίσυµη στο 
(9,2). ΄Ἆρα υπάρχει ένα τουλάχιστο ΣΕ{0,Σ) τέτοιο ώστε: 


ες) ΕΙ2}ΓΠΙΟ) , Είναι όµως Μ΄ (ὰ) - Αχ” -Ζκ-ὰ κε (0,2) 


οπότε και µε κ: είναι 362-25-3 «37172. ο 
2ξ1-2ς-4 - «2 3Ε1 2-1 ς 0 Ενα τντ π- 


Ξει τ Ην ασ ττ. 


Δεχτή ρίζα εἶναι η ξι 5 Τ1ε(0,2). 


Ακ-Ίν κε [1,2] 
κλνὰ, χε(2,3] 
Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ στο διάστηµα [1,3]. 


9. Δίνεται η σωνάρτηση ἔ µε Ε(Χ) - 


Λύση: Η 8 είναι συνεχής στο [1,3] γιατί είναι συνεχής στη 
θέση 5 2 
Πράγματι: Τπίκ) 5 75 πε) 5 εδ) 





Είναι παραγωγίσιµη στο (1,3) γιατί 
πα ο 
7 


. γα : 
καν Ε (2 τα Ἁ 





π 
µ 
ο 
Δηλαδή ϱ΄ (2) Ε 2} τ4. 

Ἐπομένως στο διάστηµα (1,3) ικανοποιούνται οι συνθήκες του 
ϐ,Μ.Τ άρα υπάρχει ἑνα τουλάχιστο ξΕ(1.3) τέτοιο ώστε: 


εἰ) ΠΟ ο Ε)(Ε) --ᾱ- καν επειδή Ε΄{5) - 2ξ εἰ- 


ναι 2ξ - 





-.ξ-ᾱ εί, 
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10. Δίνεται η συνάρτηση Ε: Β”-Β αυνεχής και παραγωγίσιµη 
σ΄αυτό µε Ε(0) - εκαι ότι υπάρχει ΔΕΚ ὧστε Γ΄ (κ) {λ 
Ἠκε(θ,κῶ}. Δείξετε ότι: Γ(κ) 5 σελκ- 
Λάση: Η Ε στο διάστηµα [ῦ,νω}) ικανοποιεί τις συνθήκες του 
Β.Μ.Τ επομένως θα τις ικαγοποιεἰ και στο διάστηµα [Όνκ]ς 
ε[ο,-ω). "Αρα θα υπάρχει ξε(0,κ) τέτοιο ὑστει 

με α εἰκ)-ε(δ) 

εἰ) τα ο) 


Επειδή δε Εκ) {ελ Υ κΕίθ,καω } θα ισχύει και γιακ - ξαο- 
πότε Ε΄ (6) κ (21. 

Από τις (1) και (2) έχουµε 
(επειδή το κ 0). 


Εα]τε λος έ(α! «λος 


11. Ἀἴνεται η συνάρτπση { συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσι - 
µη στο (α,β) µε Μ΄ (κ) Ξ 0 Υ χεία,β]. Δείζετε ότι: 
τα) 5 τί(α) γκε [α,β]. 


Λύση: Η { ικανοποιεί τις συνθήκες του Θ.Μ.Τ στο [α,β] επο- 
µέγως υπάρχει Σ ε{αιβ) τέτοιο ώστε: 


Εαν Οδ ΕΣ] 1) καὶ ον στην {1) θέσουμε β - ὰ δα ἐ- 
χουμε: Ε [ξ)(κ-α) - {(Χχ)-ε(α] µεα «ξ «κ και επειδή 


α" (κ) - 0 / κεία,χ) θα είναι και ΕΞ) 5 0 οπύτε: 
ο 5 εκ) -εία) «-- Ε(ὰ) 5 τα). 


12. ν κΕΕ δείσετε ὅτι: εὖ 5 1εκ. 


Λύση: Αρκεί να δείξουµε ότι εἴ-χ-Ι 50 Υ κΕΕ 

Ίῦταν χ Ξ 0 εἶναι φανερή. Επομένως θα αποδείξουµε την ανι- 
σύτητα όταν κ { 9. θέτουµε Είκ) - οἴ-χ-! και Ε είναι συ- 
γεχής και παραγωγίσιµη στο Β. ΄Λρα στο διάστηµα [χ,0] ἡ 
[ο,κ} ικανοποιούνται οι συνθήκες του ϐ.Μ.Τ Και επομένως υ- 
πάρχει ΣΕ(Χ,0) ἡ Ξ{θ,χ) ὑστε 


ο ο ο. 


λλλά εἶναι Ε (κ) - οἳ-Ί και γιακχΞξ 5 Γ'(5) 5 
Ἂν τώρα είναι ξΕ(Χ,0) τότε εἴ-Ί Σ0 οπότε 








Σγτεωὸς 0 -- ε(ο)-είκ) «ο -- (6) τει) 5 


κ 


0 ς εὔἴ-κ-{ «ο ϱἳ » κε]. 
Αν ξΕ (Οκ) τότε εἶτ»ο - )Εί0), ο 

 Είκ)-τ(ϱ) 20 Εκ)» Ε(0) «9 εἴ-κ-[»0 95 οἳ χμ! 
ρα Υ ΧΕἘ υσχύει ϱἳ σκ.1. 


13. Δείξετε ότι γχΕΒ νσχύει Ίπκν - } εἲ 


Λύση: Αρκεί να δείξουμε την ανισότητα Ἱηκ- -1- «! 6, θέτου- 
μες ΠΧ) τν Ίηκε -ᾱ- τα. 


Ν.Ε εἶναι συνεχἠς και παραγωγίσιµη ατο (0,κῶ ) άρα και σε 
κάθε ἑγα απὀ τα διαστήματα (0,1) και (Ίντα). 

Αν επομένως θεωρήσουμε τα διαστήµατα [χ.1}ς (0,1) και 

(1 νκ]ς (11 ) τότε θα ισχύει σ᾿αυτό το Θ.Μ.Τ και επομένως 
θα υπάρχει ξΕ(Χ,Ί} αντίστοιχα ξ Ε{1,κ) ἔτσι ώστε: 


εἰ) τ ΣΗΞΟΟ αντίστοιχα ϱ’(5) - 13) ΓΡ 





1 
Αλλά µε κ εξ «! είναι Ί-κ20και ϱ΄() τς τε ... «ο 


Άρα Τ 1] Πίος ο ΕΠ) -Ε() «0 -- Είὰ) »1(1) 


1 


1 
Ίηχε απλο - ΊἸηχρτς «1 


µε 1 «ξι «κ. εἶναι κ-1 20 και Ε΄ (1) « τς ττε εξμινο 
ρα Στ νο -ν Εκ) Ε(1) 20 -- εκ) λε) 5 
ο... ϱ ο Ίηχ»- Ἡ- νε]. 


Για κ Ἰ είναι προφανής και ισχύει µε το ίσο. 


14. Να δείξετε ότι Υ α.βΕ(0, 2 ) εσχύει: 





(β-α]συνβ έηµβ-ημα ” (β-α]συνα (1) 


Λύση: Αν α -β εἶναι προφανής. 
Ἔστω Όσα «βς}- τότε β-α»0 και η {1} γίνεταυ: 


συνβς 


ἡκβταμα. «συνα (2) 


Από την {2) το µεσαίο σκέλος βοηθά να θεωρήσουμε τη συνάρ- 
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τηση {{Χ) - ημχ που είναι συνεχής και παραγωγἰσιμῃ στο διά- 
στηµα [α,β) οπότε γι᾽ αυτήν ισχύει το Θ.Ν.Τ. 


ο ο ο -- 


Είναι αρκετό επομένως να δείξουμε ὁτι: 

συνβ «Ε΄ (Ξ) «συνα (3). Επειδή δε Τ΄{Ε) - συνξ. 

Ἀρκεί να δείξουμε ὁτι:ῖ συνβ «συνξ «συνα (4) 

Επειδή ὅμως α«ξ «β και η συνάρτηση συν εἶναι φθίνουσα στο 
διάστηµα (α,β) έχουµε: συνα  συνξ » συνβ (5) που είναι η 
(4). "Δρα η {1) αληθεύει Ν α,βΕ(0, σ.) 


15. Αείξετε ότι Υ νΕΝ" και α2β 20 ισχύει 
να” ”(α-β) Σα”-β" 2νβ" (α-β) (1) 

Λήση: Με α Ξ 8 ισχύει µε το ίσο. 
Ἔστω α2β 20 τότε α-β 208 και η (1) γράφεται: 

ν ρν 
ναῦτν αττρ- ον { 
θεωρούμε την συνάρτηση Μ(κ) - κ᾿ που είναι συνεχής και πα- 
ραγωγίσιµη στο διάστηµα (β,α], ρα σ᾿αυτό ισχύει το θ.Ν.Τ 


οπότε υπάρχει ξΕ(βια) ώστε { (5) «νε - 


Σία) ΕίΒ) ν α-Ἔ- και τότε για την απόδειξη της (2) αρ- 
κεί να δείξουµε ότι να”. 2νε" ον. (8) 

να ευ-Σς ρν-α ; 
ο.αὖ 1.) 1 νβ” ἳ -α»ξ2β που ισχύει. 
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Ί. Σε προβλήματα στα οποία ζητείται το πλήθος των πραγµατι- 
κών ριζύν κάποιας εξίσωσης κάνουμε Χρήση του ϐΘ. ΚΟ1196 προ- 
σέχοντας µήπως η εξίσωση είναι η παράγωγος κάποιας συνεχούς 
και παραγωγέσιµης συνάρτησης σε Κάποιο διάστηµα Δ, Οπότε µε 
βάση τις γνωστές προτάσεις θα υπάρχει µια τουλάχιστο ρίζα 
αυτής στο διάστηµα Δ. ᾿Η µήπως η εξίσωση είναι µια συγεχἠς 
και παραγωγἰσιµη συνάρτηση και τότε µεταξύ των διαδοχικών 
ριζών της παραγώγου της υπάρχει το πολύ µια ρίζα της εξίσω- 
σης. 


2. Επίσης ον δεν ισχύει η συνθήκη Μία) - {{Β) τὸτε Βέτοντας 
Ρ(β)-εία) - ο (ες - σταθερά) και θεωρώντας τη συνάρτηση 
(κ) 5 Ε(κ)-λκ ἡ φίκ) 5 Ε(Χ)-λίκ-α) προσδιορίζουµε το λ ἐτ- 
σι ώστε για την φ να ισχύουν οι συνθήκες του 8. ΕΟ118, οπό- 
τε αποδείχνουµε σχέσεις που συνδέουν την παράγωγο της { σε 
κάποιο σηµείο ξΕ(α.β) και α,βιξ. 


: Από την µορφή που ἔχουν τα συμπεράσματα που θέλουμε να 
αποδείξουμε υποψιαζόµαστε τη µορφή της κατάλληλης συνάρτη- 
σης που Θα θεωρήσουμε θέτοντας στη θέση του αριθμού Σε (α,β) 
το Χ. Για την συνάρτηση που προκύπτει δείχνουµε ότι πληρούν- 
ται οι συνθήκες του ϐ. Λο]19 στο διάστηµα [α.β] και µε κα- 
τάλληλους μετασχηματισμούς φτάνουµε στο επιθυμητό αποτέλεσ- 
μα. 


Τα θέµατα που ακολουθούν θα κάνουν ποιό κατανοητή τη µέ- 
θοδο. 





ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


θέμα Ί. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εἰχ) - 
5 (4κ- 1) (κά) (α-δ) (κ-7) «Κα βρεθεἰ πόσες πραγματικές ρίζες 
έχει η εξίσωση Ε᾽(κ) - 0. 


λύση: Όι ρίζες της Είὰ) - Ὁ εἶναι ᾖ-,-4,5.7 και επειδή η { 


Είναι πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχἠς στο Ἡ άρα και στα 
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διαστήµαρα [-4, φ1ν Β εδ) [5ΗΤ1ν Επίσης είναι και παραγω- 


γίσυμη στο Ἡ ρα Και στα ανοιχτά διαστήματα ([-4, 1-}νί-ᾖ- 5) 
(8,7). 
Επειδή δε είναι και {[-4) 5 ε) 5 (5) 5 7) 5 Ὁ υπάρχει 


βάσει του Θ. Κο]16 µια τουχάχιστο πραγματική ρίζα της παρα- 
γύγου της { σε Κάθε ἑνα απὀ αυτά τα διαστήματα. 

Επειδή δε η Τ΄ (κ) - 0 εἶναι Βαθμού τρίτου υπάρχουν µόνο 
τρείς ρίζες της Γ΄ (κ) Ξ 0. 

"Άρα η εξίσωση Ε΄ (κ) - 0 ἔχει µόνο τρείς πραγµατικὲς ρί- 
ζες. 


θέμα 2. ᾿Εστω η συνάρτηση Ε µε ΕίΧχ) -κ᾿' δα κάχαδ. 
Δείξετε ὅτι η εξίσωση {(κ) - 0 έχει µια µόνο πραγματική 
Ρίζα και οκτώ µιγαδικές. 


λάση: Επειδή η εξίσωση {{Χ) Ξ 0 είναι περιττού βαθμού έχει 
μτα τουλάχιστο πραγματική Ρίζα θ. Βο]ζ8πο. 

Αν υποθέσουμε τώρα ότι η εξίσωση ΓίΧ) 5 0 είχε δύο πραγµα- 
τικές ρίζες ἐστω τις ρα,β2 τότε επειδή η Ἔ είναι συνεχής 
και παραγωγίσιµη στο Ώ σαν πολυωνυµική θα εἶναι συγεχής στο 
[ρι,ρᾳ] και παραγωγίσιµη στο (ρι.ρ2) που είναι υποσύνολα 
του Β. 

Και επειδή Είρι) -Είρ2) - 0 θα υπήρχε τότε µια τουλάχιστο 
πραγματική ρίζα ϱ στο {ρι,ρ2) τέτοια ὧστε {᾽(ϱ) : Ὁ. 

Άλλά είναι {(α) 5 οκ" 2χ” 94 {0 Νν χΕΠΒ. Επομένως είναι 
ε’(ϱ) / 0. 

"ρα Π Ε(Χ) Ξ 0 δεν µπορεί να έχει δύο πραγματικές ρίζες. 
Επειδή όµως έχει τουλόχιστο µια έχει µια ἠόνο πραγματική 
και τις υπόλοιπες µιγαδικές. 


θέµα 3. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Εκ) -2χ)-ὰχ-Ι. 
Δείξετε χωρίς να λύσετε την εξίσωση Ε{κ) - 0 ότι αυτή ἑ- 
Χει µια µὀνο ρίζα ρε(- ο ς η, 

Λύση: Επειδή η { εἶναι περιττού βαθμού ἐχΡι µια τουλάχιστο 


προγµατική ρίζα το Ἡ και επειδή ε(- 2011 3 }κο π. ρίζα 
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αυτή έστω ρε(- -, -2-}. Δεν µπορεί η Ε να έχει δύο δια- 


φοφετικές πραγματικές ρίζες ο.,ρ: στο (- ᾱ-, -) για αν 


ουγέβαινε αυτό τότε στο διάστηµα [ρ1,ρε] η Ε είναι παραγυ- 
γίσιμη εἶναι και συνεχής στο κλειστό και επειδή Ε{ρ1) - 
5 Ε{ρ1) - Ό θα υπάρχει θεώρημα Κοὶ]ᾳ µια τουλάχιστο ρίζα 


της Ε΄ (κ) - 6 τέτοια ώστε ρε(- ᾱ-, ο}, 





Ἀλλά είναι Ε΄ (κ) - θχ”-3 και είναι Ε΄ (Χ) - 0--- χῖ-3- 0 


εντ 
δι 


-- Χενα Ξ ε/τ- 3 





Δηλαδή οι αριθµοί κι 5 --σ--, κ: θα πρέπει να βΒρίσκο- 


γδ. ᾳ 


νται στο ανοιχτό διάστηµα (- δ.σ ) που είναι άτοπο. 


"Αρα η εξίσωση Γ(κ) - 0 έχει µια ον πραγματική ρίζα στο 


ο κας 


Θέμα 4. Δε[ξετε ὅτι το πολυώνυµο Ε(Χ) - κὶ-λχνα, αΕΕΒ δεν 
µπορεί να έχει δύο ρίζες στο διάστηµα (0.1) - 


Λύση: Επειδή το Ε(Χ) είναι περιττού βαθμού έχει µια τουλά- 
Χιστο πραγματική ρέζα. 

Ἂν υποθέσουμε τώρα ότι Είχε δύο πραγματικές ρίζες Ρι,ρ. µε 
ϱι ὁ ϱ2 στο {0.1} τότε βάσει του ϐ. Βο]]ε η παράγωγος θα εἰ- 
Χε µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα το (Ρ1»ρ2). Εἶναι όμως 

β. (κ) - ἀχ2-3 και γίνεται μηδέν για κ» 51. 

Επομένως θα έπρεπε τύτε µια τουλάχιστο απὀ τις ρίζες της πα- 
ραγώγου να βρίσκεται στο (0,1) που είναι άτοπο. Λρα δεν µπο- 
ρεἰ η Ενα έχει δύο ρίζες στο (0,1). 


θέμα 5. Δίνεται η συνάρτηση 5: [α,β] »Ἡ µε Ε(χ} 
5 (κτα) "(κ-β) . µινςΝ 
Δείξετε ότι υπάρχει Σ 6 (αιβ) έται άσε Ες Ἡ. 





Λύση: Η { εἶναι συνεχής στα [α,β] σαν πολυωνυµική εἶναι και 
παραγωγίσιµη στο (α,β), επειδή δε Εία) - Τ(β) - λ υπάρχει 
ξε ία.β): Ε(ζ) ο 
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Είναι όμως: 

ΣΤ}. µ(κ-ο) Ἡ λ{κ-β) Ἠεν(κ-α)ν(κ-β)Υ 1 - 

5 (α-α)! 1(κ-β) ἡ Σ(μ(κ-α)κγ(κ-β)].. "ρα 

ΤΤ(Ε) τ (ξτα)ὴ1(Ε-) " Τ[μ(ξ-α)εν[Ε-β)] « 0--- 


πο με ξτα)εν(ξ2β) ε ὁ-ν μ[ξ-α) - ν(β-Ε) κε Ἡτ ξοξ. 


θέμα 6. Αίνεται η εξίσωση χ’-χημχ-συνχ - 0. 
Δείξετε ότι έχει δύο µόνο πραγματικές ρίζες. 


Λύση: θέτουµε Γκ) - κ)-χημχ-σινχ. 

Β.Ρ είναι συνεχής στο Ἡ είναι και παραγωγίσιµη στο Β εποµέ- 
νως υπάρχει Σε: Ε(5) -ο, 

Επειδή όμως είναι Γ΄ (κ) - 2χ-ημκ-χσυνχκημκ - κ(2-συνα) η 

Τ' έχει µαναδική πραγματική ρίζα την κ - 0 βάσει γνωστής 
πρότασης του Βο]]9 η Εκ) - 0 έχει το πολύ δύο πραγματικές 
ρίζες, και επειδή {(Ο){(π) --Ί(π2«!) «0 και Ε{-π)ε(0! - 

5 -(πν 1) «Ὁ σε Κάθε ἑνα απὀ τα διαστήματα (0,π) και {-π.0) 
υπάρχει 8. ΒΟΊ73πο µια τουλάχιστο ρίζα της Εκ) - 
"ρα η Ε(Χ] Ξ 0 έχει δύο µόνο πραγματικές ρίζες. 





θέμα 7. Δίνεται η εξίσωση εἶ[αι-χ)κεξία;-χ)ὰ... 
ανα, -κ) 5 χηκ αχ α.ς αχ τν Ἔροιρορνε τν νο ναχναλγε ος 
α, ΕΧ (1). Δείξετε ὄτι η εξίσωση έχει µια το πολύ πραγ- 
µατική ρίζα. 
Λύση: Επειδή η (1) είναι περιττού βαθμού έχει θεώρημα Βο]- 
ἆὰπο µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα. 
Άρκεί να δείξουμε ότι δεν µπορεί να έχει δύο. Εστω ότι εἰ- 
χε δύο τις ρι,ροΕΕ µε ϱι α ρε. Τότε αν θεωρήσουμε την συνά- 
ρτηση Γκ) 5 εἶ(αι-κ)νεξία»-κ):..«ἡεζ [αν -χ)-(κκκ εν οκ. π) 
τότε σαν πολυωνυµική θα εἶναι ουνεχἠς στο Ἑ άρα και στο 
ἴρι,ρε]ΕἨ και παραγωγίσιµη στο Ἑ ἁρα και στὸ (ρ1,ρ2) και ε- 
πειδή εἶναι και Είρι) - Τρ.) - 0 τοχύει γιαυτήν το θ.Βο]1ς. 
"ρα υπάρχει ξείρι,ρα): (6) -µ. 
Άλλά εἶναι: Γ΄ (κ) --ει-σε-...-ου-1-9χτ-δκἒ-,,,- 
-(Ένε1)χ2ν «0 ψκεΒ. 
Επομένως η Ε΄ {Χ) - 0 δεν έχει καμμία πραγματική ρίζα. 
"ρα δεν υπάρχει ρέζα ξε[ρινρε]: ΕΙ) -ᾱ- 
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Συνεπώς η Μ(κ) - 0 δεν είναι δυνατό να έχει δύο πραγματικές 
ρίζες, έχει όµως τουλάχιστο µια. ᾿Αρα έχει µια µόνο. 


θέμα 8. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση Τ: ᾿α,γ] ΄Κ µεα-«βεΥ 
ε(α) - {(β) - ΤίΥ) και υπάρχουν αι Ε΄ (κ), ΤΕ (κ}ΥκΕ (αν) 
Λείξετε ότι υπάρχει ξΕ(α.Υ): (6) - 0. 


λάση: Για την { ισχύει το Θ. Βο]]9 στο [α,β] Ἔ [α,γ] άρα υ- 
πάρχει ΕΕ (α,β): Ε'(ξ1) ο (1) 

΄0μοια υπάρχει ξεΕ(βιΥ): Ε΄ (ξε) 5 ὓ (2). 

ΆἈλλά και στο διάστηµα [ξ,ξε] η παράγωγος συνάρτηση Γ΄ (Χ) 
είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (Ει,ξε) επειδή δε Γ΄ (1): 
«4 (Σε) Ξ 0 ισχύει το 8. Βοἱ16, άρα υπάρχει Σε (Σι, ξ2)5. 
εΤα,γ] έτσι ὥστε Ε (2) 50. 


θέµα 9. Όι πραγματικοί αριθµοί αννανν.. ας επαληθεύουν τη 
αχέαη -Ἡξ ο Ἡν «ινε. το (1. 


Δείξετε ὅτι το πολυώνυμο Εκ) -αιναιχεασκ)»...«ανχ” 
ἔχει µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα. 


Λύση: θεωρούμε τις παράγουσες συναρτήσεις της {που είναι οι 


ντα 


: 
εἰκ) - ο. αι ὃ- ο. «δαν Ὕστ- τε 


Ἡ. συνάρτηση Ε είναι συνεχής και παραγωγίσιµη σαν πολυωνυµι- 
κἡ στο Ε και επειδἠ Ε(0) -Ξ ο και Εί1) Ξ ε λόγω της (1) θα 
ισχύει γιαυτήν το θ. Βο]16 στο διάστηµα [0,]]ςΒ. ΄Αρα θα 
υπάρχει Σε (ο,1): ΕΣ) -0. 
Αλλό είναι Ε΄ (κ) Ξ Εἰκ) (2) οπότε µεκ” ξη {2) γίνεται 
Ε(5) {(Σ) 50. 

Συνεπώς το πολυώγυµο Είκ) έχει µια τουλάχιστο πραγματική 
ρίζο. 





θέµα 10. ΄Εστω οι συναρτήσεις {,9.Η: [α»β] »Ἡ συνεχείς στο 
[α.β] και παραγωγίσιµες στη (α,β) 
Δείξετε ότι υπάρχει ΕΕία,β) τέταιο ώστε: 
ε(α) τί(β) τ΄ (8) 
π(α) ϱοίβ) αίδ5το 
ὁ πα) ΠΒ) κ ξ) 
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Λύση: θεωρούμε την συνάρτηση µε τύπο 
τα) σ(Β) εα) | 
φ(α) α(β) οκ) | 
Άία) ΠΒ) Λα) 1 


φίκ) - 





που εἶναι συνεχής το [α,β] σαν άθροισμα συνεχών συναρτήσε- 
ὧν εἶναι παραγωγίσιµη στο (α,β) σαν άθροισμα παραγωγίσιµων 
συναρτήσεων και φία) - φίβ) - 0. 

"ρα υσχύει το ϐ. Βο]]Ίο στο [α,β] επομένως υπάρχει ξΕία,β) 
τέτοιο ώστε φ΄(5) - 0 

τα) Ββ εἰιξ) 

οία) (β) 8 1-υ 

ία) ΝΑ) ΑΛ(Ε) 


Αλλά είναι (5) - 





θέµα 11. ΄Εστω οἱ συνεχείς συναρτήσεις Γ.4:|α.β|-ἩἈ και παρα- 
γωγίσεμες στο ([α.β) Υνα τις οποίες ισχύουν: 
Ὦ ε (α)θ(κ) α΄ (κ)Ε(κ) 0 ν κε (α,β) 
11} εία) - είβ) -ο 
111) ο(α)σίβ) ὁ 0 
Ἀείξετε ὅτι υπάρχει ένα τουλάχιστο ΕΕ (α,β) τέτοιο ὡσ- 


τε ο(Σ) Ξ 0. 
Λύση: Από την (1) οδηγούμαστε να θεωρήσουμε τη συνάρτηση 
φίκ) - η] που εἶναι συνεχής στο [α,β] αν (κ) 0 


ν κεΕί(α.β) παραγωγέσιµη στο (α,β) και φία) - φίβ) -ὐ. 
"Αρα ισχύει γιαυτήν το ϐ, Βο]]ε επομένως υπάρχει ἔεΕ(α,β): 
(5) -ο 

Αλλά εἶναι φ΄(ϱ ΣΕ ΙΕ ΤΩΦ ΤΟ ο 


Επομένως δεν µπορεί να είναι ο{χ) 0 για κεία,β]. 
"Αρα υπάρχει κάποιο ΕΕ (α,β) τέτοιο ώστε: 4(ξ) - 0. 


Θέμα 12. "Εστω η συνάρτηση { µε τ(ε) - τ’1-(111)”, ν - ἁρ- 
τιος φυσικός. 
Ἀείξετε ότι Γ(ε) - 0 μόνο για ἐ - 0. 
Λύση: Προφανώς µε ε «0 ισχύει (0) - 0, 
΄Εστω τώρα ὁτι υπήρχε και ἑνα ἓν 0 τέτοιο ώστε {{Εο) - 0 
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τότε στο διάστηµα [0,ῖο] η Ε εἶναι συνεχής, εἶναι παραγωγί- 
συµη στο (0,ὲο) και 6(0) - 6/59) -6, 

΄Αρα απὀ το Θ. Βο]Ί0 έχουµε ότι υπάρχει Ξξ Ε{0,ξο) τέτοιο ὦ- 
στε ϱ΄(Ε) - ο. 

Αλλά (ε) 5 νεὺ Ίτν(τεΤΙ ΥΣ και µεε- ξ έχουμε 
ο ο αμ .... 





ρου ό κε πλ κ Ἡ Ονιατί ν-α « περιττός) 


---{ 5 8 (άτοπο). 
Επομένως µόνο για ἔ - 0 ισχύει 5(0) - 0. 

Δηλαδή υπάρχει μοναδικός αριθµός ἓ « 0 τέτοιος ώστε {31 Ξ 
5 (1411) ” µε ν άρτιο. 

τε Β ἁ 0 τότε η σχέση αἲ ιβ” -(α.β)” ισ- 
9. 





Σηµείωση: Αν { 
Χύει μόνο για α 





θέµα 13.Λένεται η αυνεχής συνάρτηση {: [,3]98Β και παραγωγί- 
σιµη στο (1,3) για την οποία ισχύει ϱ(3]-5(1) - 16. 
Δείξετε ότι υπάρχει ξΕ(1.3) τέτοιο ώστε {΄(Σ) - ᾱξ. 


Λύση: θεωρούμε τη συνάρτηση φίχ) - Τ(Χ)-2χ2 η οποία είναι 
συγεχής στο [1,3] παραγωγίσιµη στο (1,3) και φ(3) - (1) 
πε φ(9)φί1) 5 0 Ε(3)-18-ε(1) 2 - 0 ---- 16-18 - 0. 
"Αρα γιαυτήν ισχήει το 0. Κο]16. Επομένως υπάρχει 
ξΕ(1,3] τέτοιο ὥστε: Ε᾽(Ξ) -0. 

Ἀλλά εἶναι φ΄(κ) 5 ΓΕ (κ)τόκ και µεκα- ξ εἶναι 

φ(Ε) 5 ΕΕ) ες - Εξ) - 4ξ. 


Θέμα Ί4. Δίνονται αι αυναρτήσεις Έ,ο: [α,β] -Ἐ που είναι 
4) συνεχείς στο [α,β]. 
13} παραγωγίσιµες στο (α,β) - 
Λείξετε ὅτι υπάρχει ΞΕ (α.β) τέτοιο ώστε 
[ε(β) -ε(α) 15” (5) -[α(β) -α(α) Ε΄ (5) (1). 


Λύση: Θεωρούμε τη συνάρτηση φ µε φίκ) - [ε(β)-Ε(α)]4(κ)- 
Ξ{4(β)-φ(α)]ε(κ) η οποία εἶναι συνεχής στο [α,β] παραγωγί- 
σιµη οτυ (α,β) µε κ {κ}  [Ε(β)-ε(α)] α΄ (κ) -[4(Β) -α(α)] 
εται η 
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και φ(α) - φ(β) Ξ Μ(β)φία)-α(β){ία). 

Επομένως ισχύει το Β. ΚΟΙΊ8 γιαυτήν. Αρα υπάρχει ξΕ (α,β) 
τέτοιο ὑστε ΓΡ’ {ξ) » Ό. Συνεπώς η (2) για κ: Ε γίνεται: 
φ΄(ξ)Ξ[{(β)-ε(α)]4΄(Σ) -[9(β)- ο(α)]ϱ΄(Σ) - 0. Δηλαδή η (1) 


θέμα 15. Αίνεται η συνάρτηση 6 µε Ε(κ) -(κ1-110)Χ. 
Δείξετε ότι η εξίσωση {΄ (κ) - 8 έχει µια µόνο λύση στο 
{-1ν 1) που εἶναι οµόσημη του 1ΕΒ", 


Λύση: Η Ἔ είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο Β ἆρα και στο 
(Ξ1ν ΤΕ, επειδή δε είναι και Μ(1) -Ε(-1) - 0 υσχύει το 
ϐ. Αο1Ίε, δηλαδή υπάρχει ΣΕ({-1,1) τέτοιο ὥστε Ε᾽(Ξ) - 0. 
Αλλά είναι Ε”(χ) -Οχ101Χ9(ΧΞ-1)1ΟΧΛΊΟΦΙ8 και µεκ - ξἑ- 
χουμε (8) - 0 - 2Ε10154(Σ1 «1101 Λ1οϱ10--- 

--- 2ξελίξ-Τ)1ος10 - 0 --- 2Εελ(Σ2-1) Ξ 0--- 

-νλξ"2ξ-λ- 0 (1). 

Από την (1) αν ριλβ οι Αἰζες της εἶναι ριτο» : τ{- και 


Ριρε - -Ί« 0 απ΄όπου φαίνεται ότι οἱ ρίζες είναι ετερόσηµες 
επειδή δε «Ί εξ 1 Εκ 1 εὖ«ἲ 1-20 


--ὖν- Ξ{Ε1-1}20 --- Ελ20, άρα η ρίζα ξε(-Ι,1) εἶναι ο- 


µόσημη του λ. 
Ἀπά δε την σχέση ριρ;- -Ἱ -ρι5 - ο -- τρ]. 5 το) 
αν “Γκρος ---|ρο| «!Ι. 

Επομένως µόνο η µια ρίζα της Γ'(Χ) Ξ 0 βρίσκεται µέσα στο 
διάστηµα (-1»1) και ουγεπώς Π εξίσωση Γ’(κ) - 0 έχει µια 
µόνο ρίζα στο {-1,1). 


θέμα 6. ΄Εστω η συνεχἠς στο [Ὀ,[} και παραγωγίσυµη στο (0,1) 
αυνάρτηση { µε Ε(0) - 0 και έ(κ) 0 Υκε(θ,1). 
Δείξετε ὅτι υπάρχει ϱΕ(0,1} έτσι ώστε 
2Γ΄(ϱ)ε(ϱ)-ε(ρ)τ(1-ϱ) - 0 (1) - 

Λύση: Ἡ σχέση (1) µας διευκολύνει να θεωρήσουμε τὴν συνάρ- 

τηση φ(Χ) Ξϱ5(Χ)Τ{1-χ) για την οποία ισχύει: 

φ) (κ) τς Σεκ) ελ. -κ) εδ (κ) 1 -κ). 

Η συνάρτηση φ είναι συνεχής στο [0,1] παραγωγίσιµη στο {0,1} 
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και φ(0) οί!) 5 0- 

"Αρα γιαυτήν ισχύει το Β. ΒΟΊΊε επομένως υπάρχει ρΕ (0,1) 
τέτοιο ώστε φ΄(ϱ) - 0 - 2Η()Ε"(ϱ)1(1-ρ)-ε”(ρ) Ε΄ (1-Α) -ο 
που εἶναι η (1). 

Η (4) μπορεί να γραφεί 5Ε’(ϱ)-Ε(ρ) (1-9) - 0 γνατί εἶναι 
Ε(ρ) 0 Υρε(θ,1). 


Βέμα 17. θεωρούµε την συνάρτηση { συνεχή στο [α,β] παραγωγί- 
σιµη στο (α,β) και Εία) - Είβ) - 0. 
Αείξετε ότι 4 ΕΕί(α,β) τέτοιο ώστε Ε{Ε)-κτ΄(Ε) - η 


κε". ος 


λήση: θεωφούµε την συνάρτηση α(κ) «ε "Τ(Χ] ποι είναι συνε- 
χής στο [α,β] παραγωγίσιµη στο (α,β) και αία) - α(β) - 0, 


"Αρα απὀ το ϐ. Εο]]ε υπάρχει ξεΕία,β) τέτοιο ώστε 4΄(Σ) - 0 


Ἀλλά είναι 4” (κ) - (ο Ἠ) Ε(κ)νε 


Ξ- ο Ἔρρονο ἔρω. 





Ξ οἳ, 
Και µε κ” ξ έχουμε: 4 (5) -Ό. πε Ἀ(ξ) κο τε) Ξ0 


-- -Ε(Ε) ΓΕ) 5 0. ΤΕ) -κε (8) - 0 δηλαδή το ζητού- 


μενο. 


θέµα 18. Αἴνεται η συνάρτηση { συνεχής στο [α,β] παραγωγί- 
σιµη στο (α,β). θεωρούµε την συνάρτηση Φ(κ) -ε) [Ν)(κ-α) 
(ἀ-β). Δείξετε ότι υπάρχει ξΕ(α.β) τέτοιο ήστε 


' - -α.βἔξ 

Ε)(8) τ τε-α){ξ-ρ] : 
Λόση: Ἡ συνάρτηση ϕ είναι συνεχής στο [α,β] παραγωγίσιµη 
στο (α,β) και φία) - φίβ) - 0. 
"Άρα ισχύει το θ. Λο]Ί8 γιαυτήν. 


Ὑπάρχει επομένως ΕΕ{α,β) τέτοια ώστε φ’(Σ) Ξ0. 
Ἀλλά είναι: φ΄(Ε) 5 αἲ ζξ)ε"(Ε)(Ε-α) (1 -β)κε” Ελ (2ε-α-β] 9 


-- (ΕΣ) (ξ-α]){Ε-β)ν2ξ-α-βΞ5 0» Ε (5) - τε 





γε 





θέµα 19. θεωρούμε την συνάρτηση ἓ δύο φορές παραγωγίσιµη 
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στο (α,β) συγεχἠ στο [α,β] και η χορδή Λία,[(α)), δίβ, 
Ε(Β)) τέμνει το διάγραµµα της σε ἑνα σηµείο Γ διαφορετι- 
κό των Α και Β. Δείξετε ότι: 

1) Υπάρχει ΥεΕ(α,β) τέτοιο ώστε Ε΄ (Υ) 





0 
11) Ὑπάρχει ΕΕ (α,β) τέτοιο ὥστε: ϱ΄{5) -{δ)-σία) 


Λύση: Τ) θεωρούμε την συνάρτηση φίκ) - Τ(κ)-ᾳ(χ) όπου 
θα) - είαν δε Σία) (χ-α] (εξίσωση της ΑΒ). 


Προφανώς η συνάρτηση 9 τέμνει τον ἀξονα Χ’κ στα σηµεία ία, 
0) (8.0), (Υ»0) γνατί το γράφηµά της προκύπτει απὀ το διά- 
γραμμα της { αφαιρώντας τις τεταγµένες τῶν σημείων Α και 8, 
Για την συνάρτηση φ που είναι συνεχής στο [α,β] παραγωγίσι- 
µη στο (α,β) και φία) - φίβ) - ΦΥ) - 0 ισχύει το θεώρημα 
Βο]]6 σε κάθε ένα απὀ τα διαστήµατα [α.1], [Υ,β]. 

Επομένως υπάρχουν αριθµοαί ϱριΕ {α,γ) και ΑΕίΥ,β) τέτοιοι ὡσ- 
τε φ΄(ρι) Ξ 0 και φ΄(ρ)) -0 (1). 

θεωρούμε τώρα την συνάρτηση φ΄(κ) 5 ΕΓ’(χ)-φ΄(Χ) που είναι 
συνεχής στο ιβ. παραγωγίσιµη στο {ρι,ρ.) και φ΄(ϱ,) Ξ 
5 Φ΄ (ρε) - 8. Επομένως απὀ το Θ. Λο]16 έχουµε ότι υπάρχει 
γε ίρι,ρε) τέτοιο ώστε φ'' (Υ) -0- εἰ (Υ]-α”.(Υ) -ο και 
επειδή Υ χε(α,β) εἶναι α” (κ) -ὐ. 

Εχουμε Γ΄ (γ) 5 0, δηλαδή η (1). 


13). Βεωρούμε την συνάρτηση Ἡ µε Λίὰ) - ΞΣ)ΞΕ(α) που είναι 


συνεχής στο [Ύ,β] παραγωγίσιµη στο (Υ.β) και Νίβ) - ΜΥ) - 


σδτία) ΤΗ) Εία) γιατί απὀ την (1) είναι Ε(Υ) - 


Ξο(ν). 
Ἐπομέγως απὀ το ϐ. ΒοΊΊε έχουµε ότι υπάρχει ΣΕ(Υ,β) τέτοιο 


ὡστε Α’(ξ) «ος 5 ΕΙ τ-α) Ώ σε). 





---ἔ'(Ε)(1-α) -Ε(Ε)εε(α) -ὂ --- εί) - ΠΕ)-εία) 





θέμα 20. Δίνεται η ορισμένη και συνεχής συνάρτηση Ε στο 
[α,β] και παραγωγίσιµη στο (α.β]. 


Ἀείξετε Ι] για τη συνάρτηση Ε µε Ε(κ) στ . 5 Ε [α,β] 
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υπάρχει ξε (α,β) τέτοιο ώστε Ε΄(5) Ξ0. 

111 Υπάρχει ξΕία.β] τέτοια ώστε η εφαπτομένη στο σηµείο 
ΑίΣ.Ε(Σ)) της γραφικής παράστασης της { περνἀ απὀ το ση- 
µείο (9,0). 


Λύση: Ἰ) Η συνάρτηση Ε είναι συνεχἠς στο [α,β] παραγωγίσι- 
µη στο (α,β) και Εία) - Είβ) 50. 
"Αρα υπάρχει Εξ{α,β) 8. Νο]196 τέτοιο ώστε Ε΄(Ξ) Ξ 0. 


Είναι δε Ε΄ (κ) - 5 ΑΙ κςε)-Ε(Χ) και µε κ - ξ έχουμε 
(χ-ε] 
Ε σος Αα) μΣ). -- τ (Ε(Σ-ο)-ε(5) 5ο (1) 


13) Η εξίσωση της εφακτοµένης στο διάγραµµα της Ε στο σηµείο 
Α(ξ,Ε(Σ)} έχει εξίσωση: Υ-Μ(5) - ο (ξ)ίκ-ς) (2). 

Για να περνά η [2) απὀ το σηµείο (5.0) πρέπει το σηµείο 
(6,0) να επαληθεύει την (2). 

Ἀπλαδή πρέπει: 0-Σ(Σ) -Εξ){ε-ξ) κ-- Ε΄ [Ε)ίε-Ε)«1ίξ) -ο 
που εἶναι αληθινό λόγυ της (1). 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


4. Δίνεται η συνάρτηση Γ µε Τ(κ) » κ’παχεβ, α,βΕΧ. Δείξε- 
τε ότι; 
1) Ἡ εξίσωση Μ(κ) - 0 δεν µπορεί να ἔχει περισσότερες α- 
πὀ δύο ρίζες πραγματικές αν ν - 2ρ, ϱΕΝ. 
11} Ἡ εξίσωση Ε(κ) Ξ Ώ δεν µπορεί να έχει περισσότερες 
από τρείς ρίζες όταν ν : 2ρ11, ΕΝ. 


2. Δίνεται η συνάρτηση {µε Ε(Χ) 5 κ πακΖχβχ2Υ, α.βιΥ ΕΝ 
νονι ντᾶι 
Δείξετε ότι: {) Ανν - 2ρ11, ΡΕΝ" η εξίσωση Μ(Χ) -0 ἐ- 
Χει µια ἡ τρείς πραγματικές ρίζες. 
14) Ανν - ὃρ η εξίσωση Ε(κ) -0 έχοι δύο ἡ τέσσερεις ἡ 
καμμιά πραγματική λύση. 

3. Ἂν η εξίσυση ο χει ια" ον... κειλήεο 5 8 µε πραγµατι- 
κούς συντελεστές έχει µια θετική ρίζα ρ τότε δείξετε ὁ- 
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πι η εξίσωση νορκ” (ν-Ί)ες κ τν. λα 


θετική ρίζα μικρότερη του ϱ. 


150 έχει µια 


4. Αν ῃ πολυωνυµική εξίσωση Ε(Χ) - 0 έχει όλες τις ρίζες 
της πραγματικές τότε και οι εξισώσεις 
1) Εκ) -αξ (κ) - 0, αξξΕ. 
11) Εκ) -(α.β) Γ΄ (κ) αβΕ΄΄ (κ) - 0, α,βΕΕ. 
έχουν όλες τις ρίζες τους πραγματικές. 


5. Δείξετε ότι η εξίσωση ϱὔ-εί(χ] Ξ 0 έχει το πολύ νεΊ πρα- 
γματικὲς ρίζες όταν τ(χ) πολυώνυμο βαθμού ν. 


6. Αν 3-2 -Ἡ-1Υ - 0 δείξετε ὁτι η εξίσωση αχ’ εβχὰγ «0 έχει 


µια τουλάχιστο ρίζα στο (0,1). 


7. ΄Ὅμοια αν αι ὃν Ἡ» Ἡ- «0 δείξετε ότι η εξίσωση 


ὅχ «γκόβχ-α Ξ Ὁ έχει µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα. 
8. Αν η εξίσωση Γ΄ (κ) Ξ 0 δεν έχει περισσότερες απὀ ν ρίζες 


πραγματικές τότε η Εξίσωση {(κ) Ξ 0 δεν µπορεί να έχει 
περισσότερες απὀ νεΊ πραγματικές ρίζες. 


Δείξετε ότι η εξίσωση εἲ-κε Ἁ -Ι - 08 δεν έχει πραγματική 
λύση εκτός απὀ την κ- 0. 


10. θεωρούμε την συνάρτηση Ε µε Εικ) - Ἱπίημχ) και «(8) - 
[τν ᾳ Ἱ. Να βρεθεί αν υπάρχει ξε(Π-, ὃς } έτσι ὐ- 
στε ϱ΄(Σ) το. 


11. Αν η συνάρτηση 1 είναι 
1) συνεχής στο [0,1] 
11}. παραγωγίσιµη στο (0,1) 
1118) 40) - Ἡ και Εκ) 0 }Υκείο,[) 


. «ΝΕ ΤΕΙ ϱ. 
Δείξετε ότι 3 ΞξΕ(0,1) τέτοιο ώστε: ε() σα 


11. 


17. 
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Να εξετάσετε αν ισχίει το ϐ. Κο]]Ί6 για τις συναρτήσεις 
στα αντίστοιχα διαστήµατα 

ἕνα µε ε) 5 Ικ]Γ1 στο διάστηµα [-{ 1]. 

δ. µε (κ) - ΤΗ Υ[κκ2]" στο διάστηµα [-0,-1]. 

8. 4 µε α(χ) -Υίκ-2)3 στο διάστηµα [0,4]. 

4, φ µε φ(κ) -Τ-Τκ-Τ}Σ στο διάστηµα [0,2]. 


θεωρούμε την συνάρτηση 6: [α,β] -Ἐ δύο φορές παραγωγί- 
σιµη για την οποία ισχύει: 

Ὦ) ε(α) Ξίβ -υ 

11) 3 γεί(α,β) και ισχύει Λ(χ) Ξ εν) ασε 
Υχε[α,β]. 

Δείξετε ότι για τις συναρτήσεις Γ(κ) -Πί(Χχ) καν Γ΄ (κ)- 
Η΄ (Χ] νσχύει το θ, Βο]]ε και ισχύει ΕΥ) 5 (Υ-α)(Υ-β) 


ΓΗΣ] µε τεία,β). 


Ἂν η συνάρτηση Ε εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο 
(α,β) και Ἱ{πείκ) - Τπβίκ), τότε υπάρχει Ε6(α,β) τέ- 
ο αν 


τοιο ώστε ΕΕ) 5 0. 


θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση 6: [1,3] »Ἡ και παραγυγί- 
σιµη στο (1,3) τέτοια ώστε {(4]-1(1) 5 8. 
Δείξετε ότι υπάρχει Ξ6{1,3) τέτοιο ώστε 5΄(5) -2ξ. 


᾿Εστω η συνάρτηση Ε: [α,β] -Ἑ. Αν είναι συνεχής στο 
[α,β] παραγωγίαιµη στο (α,β) και Γ΄ (κ) ὴ 0 ν κεί(αβ) 
Δείζετε τι υπάρχει ξΕ (α,β) τέτοιο ώστε: 


ος Ἡ 
τε τπ-ε τε 


Ἂν η συνάρῖηση 5’ [α,β]-»Ε είναι παραγωγίσιµη στο [α,β] 
και ε'(α) - 5’ (β) δείξετε ότι υπάρχει ΣΞ (α,β) ἐτσι ὡσ- 


τε να ισχύει: ϱ{5) - ΕΕΣ ΕΙα) 


18. 
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Δίνεται η συνεχής συνάρτηση Ε: [α,β] -Β παραγωγίσιµη 
στο (α,β) και Μία) -Μίβ)-0, 

Ἂν ΛΕΒ δείξετε ότι υπάρχει ξΕία,β] ἔτσι ώστε να υσχύ- 
ει ΕΕ) λί(Ε). 


"Εστω  συγάρτηση Γ µε τύπο Τ(Χ) - (ακ»β)" (γχδ)’, 
Κιμ» 1Ί και α,βΙΥ.δΕΚ. 


Δείξετε ὁτι ο αριθµός «γίναν 
( δ 
γ 





58 Βρίσκεται στο διάσ- 





τημα μ.ο) 


ΧΕΘΟΔΟΣ Ιαφγάναα 


Σε προβλήματα ανισοτικἀ είναι δυνατή η εφαρµογή του θεω- 
ρήματος µέσης τιµής εῴ᾽ όσον μπορούμε να επιλέξουμε την κα- 
τάλληλη βοηθητική συνάρτηση η οποία πρέπει να είναι συνε- 
χής στο κλειστό διάστηµα [α,β] και να είναι παραγωγίσιµη 
στο ανοιχτό (α,β). 

Και αν η ανισοτικἠ σχέση είναι της µαρφής φ(κ) Σ9(κ) τό- 
τε σαν βοηθητική συνάρτηση θεωρούμε την διαφορά Ε(κ) - 

5 φίχ)-4(κ) και εξετάζουμε αν η Γ πληροί τις συνθήκες του 
θ.Μ.Τ. 

Αν στην ανισοτική σχέση υπάρχουν δύο παράμετροι τότε ε- 
λέγχουµε μήπως είναι δυνατό να δημιουργήσουμε καμμιά πα- 


ράσταση της µορφής {9):Ε/3) οπότε υποψιαζόµαστε ποιός 


8ᾳ είναι α τύπος της βοηθητικής συνάρτησης γιατί τα {ία} 
(8) εἶναι οι τιμές της Υ - Ε(κ) στις αντίστοιχες θέσεις 
α.β του κλειστού διαστήματος [α,β] στο οποίο πρέπει η {Ε 
να πληροί τις συνθήκες του Θ.Μ.Τ. 

Τα θέµατα που ακολουθούν 8α κάνουν ποιό κατανοητή τη µέ- 
8οδο. 


ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΝΑΤΑ. 


θέμα 1. Αν νε (Ώ»Τ) δείξετε ότι (1 εκ)” «Ίνα, -ἵ «κ κο. 


148 





Λύση: θεωρούμε σαν βοηθητική συνάρτηση την διαφορά 

τα) τς (1 κκ) Υ-Ίςνκ και αρκεί να δείξουμε ὁτι {(κ) «0. 

Η 3 εἶναι συνεχἠς στο Ἡ άρα και σε κάθε υποσύνολο του Ἡ εἰ- 
γαι παραγωγίσιµη στο Ἡ και σε κάθε υποσύνολο του Β και εί- 
γαι (κ) νεο εντ ν[ακκ ΤΗ, 

Ἂν θεωρήσουμε το διάστηµα [χ,0]ε} τότε απὀ το Θ.Μ.Τ υπάρ- 
χει ΞΕ(Χ,0) τέτοιο ὥστε Μ΄ (Ε)5ν[(19Ε) 1 -τ] - 

κ Σθλτ) {0 


Αλλά µε -Ίεχ«ξςθ- 0 «κε! «ξεί «1 - (ξτί 21 γιατί 
γ-{ «0. "Αρα Γ'(Ε) 20 επομένως απὀ την (1) έχουμε: 





νντα 


ΣΙΤΓΟ) 0 --- ϱ{9) -Η(κ) » 6 -ον {ίκ) «(ο)» 


(1 κ) -Ί-νκ «0 - (1 κ) «Τενχ. 





Ἂν θεωρήσουμε το διάστηµα [0,χ] τότε ισχύει σ᾿αυτό το Β.Η.Τ 


άρα υπάρχει ξΕ (Οικ) τέτοιο ῴστε 5’ (6) 5 ν[{195)"  -Ί - 


49) ΓΙ9) (2) και επειδή 0 εξ «κ - 1 ς δε! «χε-- 


-- (Σε) ή 1 «1 (ωνατί ν-! «0) -- Εξ) «0 οπότε η (2) γίνε- 
ται {Ν) ΠΔ) 0 κ Μἰκ)-6(0) «0 --- ἐ{κ) «6(9) ν 


.-- (1 κκ) ἹσΊτνκ «0 --- (1 κ) «Τηνκ. 

ρα Υ ΧΣ-Ἱ µεκ{ϱῦκαι Όεν «1 ισχύει η δοσµένη ανισότη- 
τα. 

θέμα 2. Δείξετε ότι ελ (ΖχΗ1}21 Νν κείο,1). 


Λύση: θεωρούμε την συνάρτηση ΕίΧ) - εὖ(2κ-1)-Ί που είναι συ- 
γεχἠς στο [0,1] και παραγωγίσιµη στο (0,1). 
“Άρα από το 8.Μ.Τ. έχουμε ότι υπάρχει ξΕ{0ικ) µεκς1 τέ- 


τοιο ώστε να ισχύει Ε΄ (5) -ΠήΧ)ΣΕ(8) 1) 





Αλλά εἶναι ϱ’ (5) - 2075.2ο 3 16» 0, άρα η (1) γίνεται 

ΤΑ) ΕΤΙΘ} 0 --- {(1) 2 1(0) --- ϱἸ(2κν1) «1» οὐ (081) 1» 
-- ελ(2χε1) 21. 

θέμα 3. Δείξετε ότι ν κε [ῦ, -Ζ] ισχύει συνχ»χημχ 11. 

Ἄήση: θεωρούμε την συνάρτηση {(κ) -συνχαχημκ-1. 


Ν.Ε είναι συνεχής στο [0, -ῦ ] είναι παρογωγίσιµη στο (0, 5) 
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«δρα στο διάστηµα [0,χ]ς [ο, -] έχει εφαρµογή το ϐ.Μ.Τ. 


Επομένως υπάρχει ΕΕ (θ,κ) τέτοιο ἁστε ϱ΄(Σ) : ΕΣ)ΣΠΙΘ) (1) 


Εέναι όμως Γ΄’ (ξ) Ξ -πμξημξεξσυνξ Σ ΣσυνξεΣ0 (2). 
Από τις (1) και (2) έχουμε: 


109) ΕΦ} 50 --ν Ε() 5 Ε(0) --ν συνκεκηµκ-1 10 --- 


-- συνκ«χημκα]. 


θέμα 4. ν κεΒέ δείξετε ότι κ]ηχεοῦ ) ΣΧ (1) 


λύση: θεωρούμε την συνάρτηση { µε ΕΥ) - χ]πκεοΥ |-κν 

και είναι αρκετό να δείξουμε ότι {(Υ) 50 Υ χεβξ. 

Ἡ Ε είναι συνεχής σε Κάθε ενα απὀ τα διαστήματα [γ, 1ν]πχ], 
{1 ἳπχ,Υ] και παραγωγίσιµη σε κάθε ἕνα απὀ τα αγοιχτά 

Ον Ἰπκλν (1 πκρν]ν 

"λρα υπάρχει ΣΕ (Υ.Ι «Ίηχ) αντίστοιχα ξε(1:Ιπχ,Υ}) βάσει του 
Θ.Μ.Τ τέτοιο ώστε: 


εἰ τ ΟΡ) ΤΕΙ) αντίστοιχα ϱ’(ϱ) - ον μπαὴ. (2) 


Ἀλλά είναι «(Ε) - οὔ Ἱ-κ και αν Υ«ξ« Ί1πκ-- {’(Σ) «ὂ αν 
δε 19Ίηχ«ξ«Υ - Ε΄ (Σ)20 απὀτε ῃΠ (2) δίνουν: 


σ(μ1ε)-«Ο) «6 οψείοιοικα «ΙΩΣΙΗΠΗ., 


που ισοδυναμούν µε Εί141ηκ) «Είγ) αντίστοιχα {(7) -Ε(19ΤηΧ)» 
.0--- ΕΥ) 5 Ε(111πκ) --- (9) 20 --- κἸηχκοΥ  [-κν»ο, 
Είναι Ε{1«Τακ) - 6, 

Η ισότητα ισχύει όταν Υ -19]πκ. 








μι 
θέµα 5. ν κΕΕι δείξετε ὅτι χ 5 ρότνωκ 
ση: θεωρούμε την συνάρτηση {µε Γ(κ) -α- ἆ μήν: καὶ εἰ- 


ναι αρκετό να δείξουµε ὅτι Τ(κ) 50 Υκχεξδ.. 

Η {εἶναι συνεχής στο [0.χ] παραγωγίσιµη στο (0,κ). "Αρα µε 
βάση το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ξΕ {0,κ) τέτοιο όστε 

ει τς). αι 
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Αλλά εἶναι Γ’() τ 1- σέ συνΕ) ημείς 


Ζησυνξ) 
ς (2εσυνξ)2-6συνξ-3 ,  Ί-συνξ «” 
(δλουν)ή (ταυνξ) 1ο (2) 


Από τις (1) και (2) έχουμε: /ἰΧ) Ε{8)ς 0 τ(κ) ς (0) 
Ἀημχ. 8ημκ 
α- Ὄλσυνκ 19 πχ Σ στους 
ον 


θέμα 6. Για κάθε χΕΜ. δείξετε ότι: ΙΠπ(χ!)ὸκ- Σα) 


Στη συνέχεια να βρεθεί το ἁριο της ακολουθίας: 


αν τ (19 ἐν δν ἓν ὠννν ανν}. (2) 





2 
Λύση: 1. θεωρούμε τη συνάρτηση ἔ µε Ε(κ) - Τη (κ 21) κα ὃ- 


η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες του Θ.Μ.Τ στο διάστηµα 
[ο,κ]ςΕ.. 


Αρα υπάρχει ξΕ(Ό,κ) τέτοιο ώστε: {4{):8{0 


α 





5 τ/) (8). 


ος 
λλλά ΓΕ Έστε ἡ ει δρ λο (4) 


Από τις (3) και (4) έχουµε: ΔΠΘ)» 0.» τ(κ) Στ{ο) 


: 2 
-- Τα (κατ) κε ο» ο-- Ἱη(κ η) λκ- δ-. 
2 2 


ἓι Γνωρίζουμε ότι |- -ᾱ- αΤηκ σκ-1 Υν κεΒΣ, 


Όπότε η (1) γίνεται: κ--ὃ-- «Ἱπίκε) «κ ν κε, (3) 


3 (11) 


πσνκ 5 Ἱπ (1 γε } «νε 


Νε πρόσθεση των (11) έχουµε: 


(σεν τνε 





2 
«ππίν ὃν) ατ λενναν ὤπ}« ο 
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αν --ᾱ- (9 (ὄνεΕ ο Ίναν «ΝΕΟ. (11) 


ὂν 
απ Ν(νΗΗ)  ν(νε 1) Άνκή 1 ίνα 
Αλλά Πἰπ[ πνΣΟ. ΜΩΡΕ ΣΝΣΗ] ον -ᾱ- καὶ πο ν. τὲ 
΄Αρα απὀ γνωστή πρόταση των ακολουθιών έχουμε ότι 


ἨπΊπαν -- -- Ἱπί1Ίπαν) -ᾱ- -- 1ναν Ξ οὗ -ᾱ 1ἶπαν τς 


θέµα 7. Υὶ α.βΕ Ε δείξετε ότι: |ημα-ημβ! 5 |α-β! (1) 
Ἀύση: θεωρούμε τη βοηθητική συνάρτηση Εκ) - ημα γιατί η 

5] πμα-ημβις λ ς 
(1) γράφεται| μα ᾖμβ ] «1 απ᾿όπου τα ηµα,Μβ εἶναι οι α 


ριθµητικές τιµές της συνάρτησης Υ - ΕίΧ) - ημκ για κ -αιβ. 
Ἡ 8 είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (α,β]άρα 8.Μ.Τ υπάρ- 


χει ΕΕ (α,β) τέτοιο ὥστε {’(Ε) - ΕλΣΣί (2) 


Αλλά είναι ϱ΄ (5) Ξ συνε (3). 
Απὸ τις (2) και (3) έχουμε: Ἱδβτημα - συνξ -ν |ημβ-ημα[ 5 


. |συνξ]]β-α| 5 |β-α| γιατί ν Ε9Ισυνξ! 51. 
"Λρα τελικἀ εἶναι |ημα-ημβ] { |α-β Υ α,βεΒ. 
(να -βη (1) εἶναι φανερή). 


θέµα 8. Να αποδειχτούν οι ανισότητες 


ο ο ο. 


κ 

ο ο 
1 Ίπχ 

Παλ σας Ἡν κο 


Λύση: Ί) Η ανισότητα γράφεται: 
1 


κ. 





4 1 1η (χτΕ) της ἳ 
ος π Πλ 


Ν (1) µας διευκολύνει να θεωρήσουμε την συνάρτηση (κ) - 

- Ίηχ που είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [χ,κ»1] παρα- 
γωγίσιµη στο ανοιχτὀ (χ,ὰ»1). "Άρα θ.Μ.Τ υπάρχει ξΕ(Χ,κ»1) 
τέτοιο ώστε: 


Ε.Ε) ς ΠΟΛ) λα (2). Αλλά εἶναι τ΄(ξ) τε (3) 
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Από τις (1), (2), (3) αρκεί να δείξουμε ότι: 


ντ «τς ᾱ- --- ΧΙ ΣΕΣΧ που είναι αληθινό. 


11} Ἡ ανισότητα γρόφεται ισοδύναμα 


κος 
τς τς 5 εχ 


εὖ που µας διευκολύνει να θεωρήσουμε τη συνάρ- 





τηση Βίκ) - εἩ συνεχή στο [0,κ] παραγωγίσιµη στο (0,Χ) άρα 


Β.Ν.Τ υπάρχει ξΕ(0Ο,Ι) τέτοιο ώστε: 

εἰς Ο)ΣΕΙΦ) (1) Αλλά εἶναι Ε’(Ε) «εἲ (2) 
Από (11), (1), (2) αρκεί να δείξουµε ότι 

156. ξελ--- Ό«ξ «κ που ισχύει. 


κα ος Ἰηχ- 11 
1) Ν ανισότητα γράφεται: σα τ 51 (4) 








Από την (1) οδηγούµεθα να θεωρήσουμε τη συνάρτηση { µε 
{(ὰ} -. Ἱπχ που εἶναι συνεχής στο κλειστό {1,χ] παραγωγίσι- 
µη στο {1.κ)]. "Δρα Θ.Μ.Τ υπάρχει ΣΕ {1,Χ) τέτοιο ώατε 


ΕΤΣΙ « ΣΧΙΤΕΗ (4). Αλλά εἶναι ϱ’ (Ε) τᾱ- 19) 


Από τις (1), (2), (3) αρκεί να αποδείξουµε ότι: 


ας τς 1 -- ΧΣξὲΙ που είναι αληθινό. 


θέµα 9. Να βρεθεί ο τύπος της συνεχούς συνάρτησης µε τις αᾱ- 
κόλουθες ιδιότητες: 
3) Παραγωγίζεται δύο φορές στο Ε. 
11) Το ξ του Θ.Β.Τ στο διάστηµα [κ.,Υ] είναι πάντα -:Σ. 


Λύση: Αφού για την Ε ισχύει το θ.Μ.Τ στο [κ,γ] και είναι 
Ε- 32 έχουμε (6) - ο... -- ει σμ}- 





Ἂν παραγωγίσουµε τα µέλη της (1) ως προς χ έχουµε 
απο σα ο ων δα γκο) ς -ει)-ε 


ο. 


Ἂν στην (2) θέσουμε ὀπου Υ το -χ παίργουµε: 





τετ). (2) 
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εἰ (0) (-2κ)-θ” (0) κ 1) 
Ἂν στην (3) θέσουμε Ε΄ (0) - β και Ε" (0) - 2α έχουµε: 
Ρζ(α) - 2αχ.β. 

"Αρα η ΡΕ έχει τύπο: Ε(Χ) Ξ αχξ«βκαγ. 


θέμα 10. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) -ηµα. 


: μοι μις 
Δείξετε ότι: πμδδ' « 5 »τὰ 


λύση: Ἡ ύπαρξη του αριθμού ... ημάς” µας οδηγεί να θεωρή- 


σουµε το διάστηµα [455,55.] στο οποίο η Ε εἶναι συνεχής και 
παραγωγίσιµη στο (455,555), 
Άρα Θ.Μ.Τ υπάρχει ΣΕ (485,5655) τέτοιο ώστε 


αᾱ  αμθε.- 
π 

18 
Αλλά Γ΄ (Ξ) Ξ συνξς{ γιατί 455 «ξ 58”. 

"Αρα η {1} γίνεται: 


λα 


ο 555 ημάθ: 
κ. 





(1) 





ημδδῖ- 


ἓ 


π 
186 








χοπ 


«Ἠν ημδδ” « 


πρὸ 


απ. 
18 


θέμα 11. Δείξετε ότι; ἄς-ο «ᾖ- 


Ἀόση: Επειδή «ΣΤ - 9 η για απόδειξη γράφεται /85-/5] « 


Νε αυτή την µορφή οὔηγούμεθα να θεωρήσουμε τη συνάρτηση 
με εκ) - ή. 

Ἡ Ρ είναι ουνεχἠς στο διάστηµα [81,85] και παραγωγίσιµη 
στο [81,85).. ΄Δρα Θ.Ν.Τ υπάρχει ΣΕ {81,85) τέτοιο ώστε 
' «τς 185) -6(61), «δή , 5-9 

ΓΙ) τσ 85-81 ανα 


Ἀλλά είναι 8ί «ξ «Βδ-ν τς /ξ«/δδ- 9 «Ες δξ-- 
: 1 1 
σετ σας ἵἩ 
"6-9 1 Σ 


Απάτις (1) και [2) έχουµε ότι πι 1 - 886-9 «δ- 
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θέμα 12: Δίνεται η παραγωγίσιµη στο Ἡ συνάρτηση { µε {΄(χ) 
4 στο Ἡ. 


Δείξετε ότι: {(κὴ1] 2 Γ(κ11) -Γ(κ) 2" (κ) ν κεα. 

Ἄύση: Επειδή η { έχει παράγωγο στο Ἡ εἶναι και συνεχἠς άρα 
από το ϐ.Μ.Τ στο διάστηµα [χ,κ»1] ς« Ἡ έχουμε ὐτι υπάρχει 

ΣΕ (κκ!) τέτοιο ώστε ϱ’ (5) «95Η ΞΜ{3) - ε(κν1)-ε(κ) (1) 


κο τ-χ 
Επειδή δε κ«ξ-«κεῖ και η Τ' είναι αὐξουσα συνάρτηση έχουμε 
ατα) «ΕΕ «εκ (2). 
Από τις (1) και (2) έχουμε: 
αι) «σ(ΧΕΤ)-τ(κ) «Ε’(Χ41) δηλαδή την αποδειχτέα. 


θέμα 13. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Γ(Χ) » κ-συνα. 
Δείξετε ότι υπάρχει ξεία, ᾗ ) έται ὡστε Ε( 4} - 


ΞἩ -α) {5} (1) όπου Εία) -Όμεαείς, τ). 
Ἄύσα: Β 8 εἶναι συνεχἠς στο [α, ἆ-] είναι παραγωγέσιµη στο 


(α, ᾷ-): Άρα από το ϐ.Μ.Τ υπόρχει Εεία, ἆ-} τέτοιο ώστε: 


π 
είς )-ε(α) 


τ.(ϱ) - -- Ε) (Ες -α) εί) 





Είναι δε Εία) 


50 γιατί από το ϐ, Βο]ζ3πο ἐχουμε; 
.δο--ὃ-- 3 και εἰ Ἡ) -Ἡ-- Ἡ -- ΕΣ) «ο 


"λρα υπάρχει αξ(ξ-, π ) τέτοιο ώστε {(α) » 0. 


Εύκολα δείχΧνεται ότι τα α είναι μοναδικό. 


θέμα 14. Δίνεται η συνάρτηση Γ: [α,β]-.Ἡ συνεχή στο [α,β] 
και παραγωγίσιµη στο (α,β). ᾿Εστω ακόµη κΕΒ έτσι άστ 
ΙΕ (κ)] «κ Υ κείἰα.β) καὶ ϱρ1.β2Ε(6,β).ρι/ρ.. 

Δείξετε ότι |Τ(ρι) -Είρε)! «κ[ρι-ρ2]. 





λύση: Για την Ε ισχύει το Θ.Μ.Τ στο διάστηµα [α,β]. ΄Λρα 
και στο [ρι,ρε]5ς [α,β]. 
Επομένως υπάρχει ξΕ (ριιρε) έται ώστε: 
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ο ΟΕ 


και επειδή [Ε΄ (κ)/ εκ Υ κείρινρο) -- ΙΕ (Ε)] «κ (2) 


Από {1} και (2) ἔχουμε: |Ε(ρι) -Ε(ρι)| «κ[ρι-ρ.|. 


Δέμα 15. Δίνεται η συνάρτηση 8: [α,β] Β συνεχή στο [α,β] 
και παραγωγίσιµη στο (α,β) και η συνάρτηση 4 µε τύπο 


ο(κ) -εὶ ὕ [κ-α) (κ-β). 


Δείξετε ότι υπάρχει ΣΕ (α,β) τέτοιο ὡστε Ε΄(5) - α.β-2 


(ξ-α])(ξ-Β] 
Ἀύση: Για την συνάρτηση 4 ισχύει το Β.Ν.Τ. ΄Αρα υπάρχει 
ΕΕ (α,β) τέτοιο ὡστε ϱ”(5) » 3θλ Είϱ) (1) 


Ἀκόμη για την 9 ισχύει θα) - αίβ) -0 (2). 
Ἀπό τις (1) και (2) ἔπεται ότι 45) -0 (3) 
Βρίσκουμε την παράγωγο της 4 στη θέση κ» Εξ και έχουµε: 


ο (8) τε (Ε)οἳ 6 (Ε-α) (Ε-β) 1ο) 5) (Ε-βνε-α)-» 
εἰ) (αἱ (6) ἆτα) (6-β)12ε-α-θ) «0 -- τς «ερ 


-- 


Βέμα 16. Δίνεται η συνάρτηση Τ σινεχής στο [0,1] παραγωγί- 
σιµη στο (0.{} και Τ(0) - 0, και Γ(1) Ξ 1. 
Δείξετε ότι υπάρχουν διαφορετικά Ε1,Ε2....,Ἐφεί0Ό,1) τέ- 


τοια ῴστε: Σ4"(ξ)-ν 
αΞι 


Ἀύση: Χωρίζουμε το διάστηµα [0,1] σε ν ίσα διαστήματα µε πλά- 
τος -γ- που είναι τα [ὸ, γ-], [-Ἁ-,-ᾱ-Ίνειν Όπο εν] 
σε Κάθε ἑνα απὀ αυτά η Τ πληροί τις συνθήκες του 8.Μ.Τ, ᾱ- 
ρα υπάρχουν αριθμοί Εχ,ξαν..., Ἐν που να ανήκουν σε κάθε ἑ- 
γα απὀ τα ανοιχτά αυτά διαστήματα αντίστοιχα µε τις ιδιότη- 
τες: 
ες -ἰ-}- 10) ες ἕ γ-ες -) 
πεθλε πο όν ο” 


ν ν 


«.: 
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Ἂν αθροίσουµε τις σχἑσεις (1) παίρνουμε: 
ύ 
ἡ ο Ε(1)-ε(0)  1-ο 
«Επ πε σέ. 
ν 


ν 


θέµα 17. Αν η συνάρτηση Τ είναι παραγωγίσιµη δύο φορές στο 
[α,βὶ και ισχύει: 
Ὦ) Εὔ ία) 10 Υ κ Ε[α,β] τότε ο (α)σ 





431} εἰ (αχ) «0 Υ κε [α,β] τότε {α)5 ΠΡ) κεςσβ) 
Ἄόση: 3} Ν ύπαρξη του 3ηβ στην αποδεικτέα µας οδηγεί να 


θεωρήσουμε τα διαστήματα ἴα, 3γὸ ] και [5 μβ] στα οποία 


η 5 εἶναι παραγωγίσιµη. ΄ρα Θ.Μ.Τ υπάρχει ΕΕ {α, 5ᾗὸ } 


τι 358 ]-εια εί αρ )-ε[α) 
τέτοιο ώστε {Γ΄ (5) ο -- --- ----τα- ες 
α.ξ 








΄0μοια στο διάστηµα [ -ὲ ιβ] π 5 είναι παραχωγίαιµη εποµέ- 


νως Θ.Μ.Τ υπάρχει ξε (30 μβ) τέτοιο ώστε: 


Ετσι) 


Εξ} (2) 





αβ  ᾗ 
Επ προ 
Επίσης στο διάστηµα [ξι,ξρ] η συνάρτηση Ε΄ είναι συνεχής 
και. παραγωγίσιµη άρα Θ.Μ.Τ υπάρχει ΣΕ (Εξ1,ξ2) τέτοιο ώστε 
πο αρ σο α) 


σεν 
Ἀλλά είναι Ε”' (Ξ) 50 και Σ2-ξι 20 οπότε η (3) γίνεται 
Ετ(ξε)-Ε (Ε1) 10 (41, 
Β. (4) λόγω των {1} και (2) γίνεται: 

ο μ.ο... η 


σα 0--- «δεί }εεία)ε 


βτα : β-α- 
2 π 





ΦΕ(β) 20 κα ος Ε{Β] εί η 


΄0μοια γίνεται η απόδειξη και της (11). 
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θέµα 18. Δίνεται η συνάρτηση { συνεχής στο [α,β] και παρα- 
γωγίσιµη στο (α,β) για την οποία ιαχύουν: 
1) Γ(α) - ΜΒ) 
11) Τ (κ) 20 Υ κεί{α,β) 
Δείξετε ότι η Τ εἶναι σταθερή. 
Λήση: ΄Εστω ἑνα χΕ(α,β) τότε στα διαστήματα [α,χ], [κ.β] 
εσχύει το θ.ΗΜ.Τ. "Άρα υπάρχουν ξιε (αιχ) και ξ.ε (χ,β) 
8) ΞΕἱα) {11 και ο"(ξε) - ΕβΕ) 


(2). Επειδή όμως απὀ (11) Ε (ξι) Σ0,Ε (Σε) 10 

Όι {1} και (2) δίνουν: Ε(Χ)-εία) Σ0 και Ε(Β)-Ε(χ) 20 ή 
{(χ) ΣΡ(α) και ε(κ) Ξτ(Β) (3). 

Από τις (3) (αντισυμµετμική ιδιότητα) είναι Γ(κ) -τία) Ξ 
5. Τ(β) - ο / κεία,β). "Αρα Τί) Ξς. 


τέτοια ώστε Ε΄ (ξ1) - 


θέµα 19. Δίνεται η συνάρτηση Ε που εἴναι συνεχής Και παρα- 
χωγίσιµη κε [θ,1] ισχύουν δε γιαυτήν οι σχέσεις: 
ϐ) ε΄) 2λ 2ο ν κε [ο,1] 
18) (ο) -ο 
Δείξετε ότι υπάρχει (υποδιάστηµα) του [0,1] μήκους : 


έτσι ώστε να ισχύει {(χ) ε3- 


Λύση: Ας υποθἐσουµε ότι κε [ Τ »!] τότε οτο διάστηµα 

[ο, κ] Ξ [9,1] ισχύει το Θ.Μ.Τ οπότε είναι Ε(κ)-Μ(0) - 

- 6 (Ε)(κ-0) µε ξΕ(0,κ). Δηλαδή Μ(κ) -κε’(ξ) (1) λόγω 
της {11}. 

Αλλά από την (1) ἔχουμε ότι: ΧΕ᾽(Σ) Σλχ (2) και απὀ την 


Φε κα το ὃς λκςλ (3). 


Από τις (1), (2), (3) ἔχουμε ότι: {(Χ) ελκ εδ. -- 
21) 


θέμα 20. Δίνεται π συνάρτηση Ε: [α,β] “Ἡ για την οποία ισ- 
χύουν: 1) 1 (κ) ν κε (α,β) 
11) (α) 1 5φ ν κε (α,β) 
Δείξετε ότι η Τ είναι φραγµένη. 


158 


Λύση: ᾿Εστω ξΕ(α,β) µε ξ ; κ τότε στο διάστηµα [χ,ξ] ια- 
Χύει το θεώρημα µέσης τιµής, Επομένως υπάρχει ΥΕ (Χ,Ε) έτσι 
ωστες ο (Ε)-θ{κ) τπτ Ο)(Ε-κ) -- Γεο)-ϱ] - 

5 ΙΑ) Ικ-ξΙ 5 Ιχ-ξΙφ (1) λόγω της (11). 

Επειδή όµως α«χ«β και α«ξ«β-α«χ«β και -β«-ξ«-α 
”-α βσα-ξ«β-α -- «(β-α) «κ-ξ«β-α --- |χ-ξ[ «β-α (2) 
Απόντις (1) και (2) έχουμε: 

ΓΕ(κ) ΕΕ) «φ(β-α) (3) Υ χεία,β). 

Η. (3) γράφεται; |Ε(Χ)] ΙΕ(Σ){ 5 [τίκ)-ε(ξ)| «φίβ-α) 

-- εκ)! «Ε(ξ)εφίβ-α] -θ ΜΗ κεία,β) -- [Εκ] «θ 

ν χεί(α,β). "Αρα η Τ είναι φραγµένη. 


ΑΛΥΤΑ ΒΕΝΑΤΑ 


1. Να αποδειχτούν οι ανισότητες: 
β ρα 
Ε οὓς ὅρτα  εὐ Υα,βΕΚΊ µεα«β 


1 ἐς ἆνα Ἱπκεκ-τ ν κε Εὲ 





ΠΕ ΙΤ ς Πα.) εκ καπ 


1) ας σ- γ κεκζ-(τ} 


2. "Όμοια να αποδειχτούν µε την μέθοδο ἱ4φγ8ηφε οι ανισότη- 
τες: 


συνα, εφκ. κ«χκα ς--- 
η συνα εφα μὲ "πχ σα 5 


4) Ἓσδις Τη ᾗις 32Β Ν αμβΕΝ" µεβ«α 








μεθ καιβς 





αΕ 1} σουφτᾳ- 5 εφα-εφβ 5 


συν-α συ 


Ίν] εφα ς ος «εβµεῦ«αςβ«ᾗ 


1 


ν) « ΤΠ(Χ11)-Ίπα «-΄ ν αΕεΕῖ 


αἩ 
κνι 


3. Να αποδειχτούν οι ανισότητες 


1599 


Υ κεΕ" µεχς1 





1Η) οἲσ «Αν κεβµεθ«κς! 


149) πε λσκὲ.ς 4 µε θ εκ κ! 


ΗΝ) Ίηχ εξ ν κεης 
4. Εάν νΕΝ: ν»8/ µε ΘΕΝ" δείξετε ότι: «νεΤ-ήν « 3 


5. Δίνεται η συνάρτηση {: [0,1] »Ἡ που είναι συνεχής στα 
[ὸ,1] καν παραγωγέσιµη στο {0,1} µε {(0) - 0 και Τί) 51 
Δείξετε ότι υπάρχουν αριυμοί ξανξαν.νννξνΕ(0,1}) διαφο- 
Ρετικοί µεταξύ τους τέτοιοι ώστε: 


σας 
Σπερτν 
6. Υ κείὈ, 2} τοχύει ερχ»2ημχ» 3χ. 


7. Αν υπάρχει -η Τ της { και εἶναι γνήσια αύξυυσα τότε; 
1) εκ- τσ ε(κ) Εκ) «Είχα 1)-ε(κ] 


14) εσχύει ννενε ὁ- σεξ κ «5 νεῃσ-ι 


8. Αν η συνάρτηση { έχει πεπερασμένη πρώτη και δεύτερη πα- 
ράγωγο ψ χε [α,β]. 
Δείξετε ότι 34 ξΕία,β) τέτοιο ώστε: 


τ(α) - Μ(Ρ) «(α-β)ε (8) 3 (α-β) 1η" (Εξ) 


3. Ἂν η συνάρτηση Ε είναι συνεχής στο [α,β] παραγωγίαιµη 
στο [α,β] και Ε(α) - ΜΒ) τότε δείξετε ότι υπάρχουν δύο 
τουλάχιστο σηµεία ρι)ρεΕ (α,β) τέτοια ώστε 

Ε ερι)ατ (ρε) -0. 


10. Δίνεται η συνάρτηση { συνεχής στο [θ-ε, θεΕ] παραγωγί- 
συµη στο (0-ἱ,θ415) όπου ΘΕΕ και 1ΞΕ2. 


1860 


Δείξετε ότι υπάρχει ξΕ(0,1) τέτοιο ώστε: 
α(θνε)]-ε(θ-ε) - ε[Ε΄(θνσεε)εε΄(8-Ε)]. 


11. Εστω η συνάρτηση Ε µε τύπο Ε/Χ) τᾱ- (κ): 


Δείζετε ότι Ν ΧΕΒΕ µε κ» ισχύει! 
ΙΣΗΣ ς Εἰκκή] εκ). «πλ 
12. Δίνεται η συνάρτηση {: [α,β “Ἡ συνεχής στο [α,β] παρα- 
γωγίσιµη στο (α,β) και Ε΄ (α) 60} κεία.β). 
Δείξετε ότι υπάρχει ξΕ (α,β): 


ας) τε ίσες πίς] 


14. Ἔστω η συνάρτηση 6 µε Ε(κ) --ᾱ-ν κΕΗΗ. 
Να βρείτε το σηµείο στο οποίο η εφαπτομένη του διαγράµ- 
µατος της είναι παράλληλη προς την χορδή που περνά απὀ 


τα σηµεία Αί4,1}, Β(2,2). 


14. Δίνεται η συνάρτηση µε τύπο Εκ) » Τη. 
Να εφαρμοστεί το θεώρημα µέσης τιµής στο διάστηµα 
[νννκ τν νΕΝλε Σε συγέχεια γα δειχτεί ότι η ακολουθία 


ας 1ο} εξ τενωηῃ -Ίην συγκλίνεν. 


15. Με το Β.Μ.Τ δείξτε τις ανισότητες 
1} (1νκ) 2 14ρχ, ϱ2] ἡ ρ5ῦ και χ»-! 


εκδ 


ΠΠ ΥΤδΑ-10 «0,2 


«ως τς αν Ἡ 
Ίν) Ἰπ1ν5 στρ 


«1. Υχε(1ναο) 


16. θεωρούμε την παραγωγίσιµη συνάρτηση Ἡ στη θέση κ - ξ 
και την συνάρτηση Ε(κ) -(Ε(κ)13. 
Εάν Ε(Ξξ) - 0 τότε δείξετε ότι το γινόμενο {(κ)Ε᾽(Χ) αλ- 
λάζει πρόσημο σε µια περιοχή του σηµείου Εξ. 
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Β.ΤΤ. Παράγουσα συνάρτηση της Τ. 


Ορισµάς. Ονομάζουμε παράγουσα ἡ αρχική συνάρτηση της { µε 
πεδίο ορισμού το Δ κάθε συνάρτηση Εξ ορισμένη και παραγωγί- 
οιµη στο ἃ τέτοια ώστε Ε’ - 8. 


Πρόταση. Αν Ε µια παράγουσα της Ε τότε οι συναρτήσεις Εε 
είναι το σύνολο ὅλων των παραγουσών της Γ όπου ς - σταθερά 


Απόδειξη: Αν Ε µια παράγουσα της { δηλαδή Ε΄ - Ε τότε είναι 
και (Εες)΄ Εκ Σ Τ. 


Αντίστροφα: ᾿Εστω Ε και Ενε δύο συναρτήσεις τότε επειδή Ε΄- 
(Εκε)᾽ οἱ συναρτήσεις θα διαφέρουν κατά µια σταθερά δηλαδή 
Εχε-Ε 5 ε που σηµαίνει ότι κάθε παράγουσα της { είναι της 
µορφής Ε.ς, ς 5 σταθερἀ. 


























ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ. 
Ε 
ακ 
πο "5 
! τς χλο 
| ο Ίπ- ] εφχνο |-χ- καθ] Ίηχε 
χα : συντχ 
ο 
Ἀττκο 
αντ 
αγ -] 1 1 
' πμ | -ούχτς πτπα- | 1οῦμχης 
τοι 2ήχες 
ο | 6 νο 
ημα "συνχης 
σαα με ἳ ο ος 
ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑ 


1. Κα υπολογιστούν οι παρήγουσες των συναρτῄσεων 





ας Εκ) - 5. ντ -ᾱε 
2. Φίκ) - 6. (κ) -ἆ νο 
8. Δ(κ} - ἄημχ Τε Δι (κ) τ ἡμκκοῦ” 


1 
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4. φίκ) " δσυνκεκὸ 


ο κάν ᾷς ᾱν 
Λύση: 1. Είναι Ε(κ) - ὃν -ς-- στ το. Πράγματι έχουμε: 


6κ5 
6 





Ε" (κ) ο τδδ ος κ) εκλτα" 





2. "Όμοια ἐἑίναι!: 6(Χ) Ξ 


-ᾱ -2 5 
α Ξ1 κα με 


ο. Πράγματι έχουμε: 





38. Είναι Η(Χ) - -Άουνχνο, 
κ. 
4, 0() - δηµαν α- το. 


5. Είναι Εα(κ) - Αχ" οπότε η παράγουσα της είναι: 


Εσκ) 4 


κ 





4ο. 


-ᾱ 
6. Είναι θ.{κ) -2]ηχερ-κο. Πράγματι «είναι: 


ο ο ο 


7. Είναι Μι(κ) 5 -ουνκε -ἕ εἶτνε. Πράγματι έχουµε: 


ΕΜΧ) 5 (σσυνκ) "ες -- εἳ Ἁγ ς ημκν Ἔ-εξ (οκ) - ημκεεῖ”. 


2. "Όμοια να βρεθούν οι παράγουσες των συναρτήσεων. 


αν είκ) ς οκ” ἀκλνθκλ-ακνν Αν εκ) - 8ο 
2. ο(κ) -κἲ--ἲ- 6. θι(κ) -οἳμκο” 
3. κα) « ᾱ- ίτ 6. Δια) «πο να. 


Λύση: Ί. Είναι Είχ) ."5χ 





2. δχ) 





-3Ίηχτςο. 





ντ ο σεις 


τφε  τδε 


4. Είναι Ει (κ) - σα ον 


3. Η(κ) 





ο, 
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δ. Είναι θ1(κ) - κ’΄ογνχ(ο”)’ - εἶναι 





«6. Είναι ι[κ) - κ. κο, Πράγματι έχουμε: 


μάθο - αμ) απαμκα. ο, αυνανσαμᾶ.ν Ίνα). 


3. Μα βρεθούν οι παράγουσες των συναρτήσεων µε τύπους: 


ἂν Γκ) τ πμ(αχνβ) ο ο 

18, ο) ο ορν » εν" 

Λόση: 1) Είναι: ΕίΧ) 5 --ᾱ-συν(αχεβ)κε. Πράγματι ἔχουμε: 
Εἰ) 5 τς [σημ ίακ»β)] (αχκβ) } : πμζσχ-β) 

1Η) Είναι Βία) στ εἲσ "δες, Πράγματι ἐχουμε: 

Ν.α). --ᾱ- αακοβ(ακεβ)”. « οσχ"Β, 





ΗΗ1/ Είναι θ(α) -τ γιτ πλρτου «ο µε ν α Τι Πράγματι ἐ- 


τνταλγηνς 


χουμε: 6” (κ) «-ἷτ. [ίκ-ρ) ποτ (σσ-Ώ(κ-ο) 


ο η. 





Αν ν΄ 5 1 τότε είναι 6(κ) - Ίπ[κ-ρ]κο. Πράγματι έχουµε: 


͵ 1 1 
ια) περ χ-ρ 





(κ-ρ)’ 5 





4. Να υπολογιστούν οι παράγουσες των συναρτήσεων: 
αλ εκ) -(2κω1]ο 11 Ακ) - αιμα 
111) (κ) : (συνκ-ημχ) /ημχισυνκ. 

Λάση: ῇ) Είναι Είκ) « οἳ-"Χκε. Πράγματι έχουµε: 
Ε.(ς) τς εἲ "Χ(κήνκ)" ς (2κε1)εἩ 'ὰ 

Π1) Είναι κ) - 2ηµήλνο. Πράγματι είναιῖ 


πο πο 


114) Είναι δ(κ) εξ ψπμκισυνκ!!εε. Πράγματι έχουµε: 


σ(ν-α1)-ι 
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61) τς -ἆ- (πμκεσυν κ) κο)” - 


-ᾱ- -ᾱ- (πμκνσυνκ)”” (Πμκνσυνχ)΄ - (πμκεσυνκ]” 


5 εσυνακ- ημκ)νπματσυνα. 


(συνχ-ημχ) - 


5. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης Ε µε 9/1) - Ε3 και τὲ- 
ποια ὥστειε΄(κ)ν 43) . ΒνχεΕΣ (1), 1(2) - 1. 


Λύση: Η (1) γράφεται ισοδύναμα: 
ο κἳ μα. σα 
εἰε (κ) νο”) «ἶστίκ) «0 -- ε Χα) εί δ) εκ) -ο- 


Ξ»{ε 





ε(κ) σῦς ο ἀτίκ) - ε (6 Ξ σταθερὰ)-». 


Φε) τ ὅττν κΕΒΕ και µε κ Ξ 2 παίρνουμε: 


Ὡς 


Ε) ε- Ἔκ Γε κε 5» -ᾱ- 
οἲ 





Και ο τύπος της { εἶναι: (34 - εἶελ-ς 


6. Να βρεθεί ὁ τῆπος της παραγωγίσιµης συνάρτησης Ε για την 
οποία εσχύει {{1) 5 1 και Ε΄ Ίπας - 0 (1). 


Λύση: Ε (1) ο αἲ Γ΄ (χ)1α Ἱπαξ(κ) - 0--αὖξ΄ (κ) ε(α”) "Ε(κ) - 0.-- 


5» ας)” -0 9 οὔ[(κ) 5 ο» Εκ) 5 --π και επειδή Ε(1) - 1 


ρα ο τύπος της Β είναι: Ε[Χ) - απ τ, 


έχουμε: 


κα ἄδ.. 

7. Εὰν α,β.Υ,ὅ ΕΣ και ισχθει: Τε ε}εὅ «0 

Να δείξετε ότι το πολσώνυµο Ε(Χ) - αβχαγχ2οὅχ έχει µια 
τουλάχιστο πραγματική ρίζα στο διάστηµα (8,1). 


Λύση: Επειδή θέλουμε γα αποδείξουµε ότι τὸ πολυώνυµο {(ὰ) 
ἔχει µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα στο (0,1) θα πρέπει το 
Τ(Χ) να εἶναι µνα παράγουσα κάποιου πολυώνυμου Ε(Χ). 





Μια παράγουσα του ΕίΧ} είναι Ε(Χ) - » 
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Για το πολυώνυμο Ε(Χ) στο διάστηµα (0,1] ισχύουν οι συνθή- 
κες του Κο119 επειδή Ε(0) - Ε(1) - 0, άρα υπάρχει πραγµοτι- 
κὀς αριθμός τουλάχιστο ένας στο (ὐ,1) έτσι ώστε Ε’(ϱ) - 0, 
Αλλά Ε΄" (κ) - τίκ) νκείο,]). 

Επομένως για το πολυώνυμο Τ(κ) υπάρχει ρϱΕ(0,1) έτσι ύστε 
Μ{ϱ) - Ό και επομένως το Ε{Χ) έχει µια τουλάχιστο πραγµατι- 
κἡ ρίζα. 


Β. Κα βρείτε µια παράγουσα της συνάρτησης 


2χ3. 
ία) πππσνπκετο 


ή ν 
Λόσητ Είναιτ Μία) τς τε λν ΤΠ. επομένως µια παράγουσα της 


Ε{κ} εἶναι Ε(κ} τ Ἱπ(κ2 κ ᾶχαΊθ) κο, 
Πράγματι έχουμε Ε΄ (κ) (πα «3χεΙ0) κο)’ - 


ών αμ κας. 
πιστα  λε. 
9. Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις που ικανοποιούν την σχέ- 


ση Ε΄ (Χ) Ξ (κ) νχκεκ. 
Λύση: Η δοσµένη σχέση γράφεται: Ε΄ (Χ)-Ε(χ] -ος» 
ο ο ο ο  ---. 


ΑΠ) 1 «ον κεκ (1). 'Άσα µε βάση γνωστή πρόταση 


είναι: τμΣ). «ο 9 Ε(κ) - οε". 

10. Να βρείτε την οικογένεια των καμπύλων των οποίων η εφα- 
Πτόμενη σε κάθε σηµείο τους έχει συντελεστή διεύθυνσης 2κ. 
Ποιά από αυτὲς τις καμπύλες διέρχεται απὀ το σηµείο (43,4): 
Λύση: Γνωρίζουμε ότι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτόµε- 
γης σ᾿ἑνα σηµείο [κονγι) του διαγράµµατος της { είναι Ε΄ (χε] 
και στο τυχαίο {΄(κ). "Αρα είναι Εκ) - 2κ. 

Επομένως η συνάρτηση Γ(κ] - 2κ εἶναι µια παράγουσα της {. 


2 αν 3 
Άρα η Ε είναι ΕίΧ] - ἃκ- 4ο «κας (1) 


Επειδή η {1) διέρχεται απὀ το σηµείο (ν3,0) ισχύει: 
ο 5 (ή )ὗτο 3 ες 
Συνεπώς η καμπύλη της οικογένειας που διέρχεται απὀ το ση- 
μείο (93,0) εἶναι α Τ(κ) τς χ2-. 
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5.18. Απροσδιόριστες μορφές. 
"λρση αοριστίας και κανόνες του 4θ ]᾽ ΜοςρΊἴα] 


Τις οριακές τιµές των μορφών: 


α- Πα ΣΧ} µε Ἰϊπεν(α) 5 ΤΤηΡο(Χ] 5 0, δηλαδή του τύπου 
ΣΑ σα) αν ην 


1» 





β. Ἱμα μα) µε μες ία) Ἠπτε(α) ενα ἡ (τα), δηλαση 


του τύπου (τς) ἠ έσω )- 


Υ. Ἱπ[ει(Χ} το (κ) µε τος κ) τ 0 και 11Π{ε (κ) 5 να, δηλα- 
δή τοῦ τύπου (0,κῶ). 


ως ο ας 





του τύπου («2 3) κ.ο.κ. των τύπων (12 )-(νῶ },0,Ί καλού- 
µε απροσδιόριστες μορφές, γιατί γι΄᾽ αυτές δεν µπορεί να Εφαρ- 
μοστούν απ᾿ ευθείας τα θεωρήματα των ορίων επειδή, όπως ξὲ- 


ρουμε οι αντίστοιχες πράξεις -Ἔ-, κλπ. δεν είναι επιτρεπτές 


Μερικές προτάσεις που αναφέρουμε παρακάτω µε την ονομασία 
"Κανόνες του 4 1 ΜοςρΊτα]" µας βοηθούν στην ἁρσῃ, όπως λὲ- 
µε, αυτών των αοριστιών. 

Πρόταση Ί. θεωρούμε τις συναρτήσεις Τι και Γ2, οι οποίες εἰ- 
ναι ορισμένες σε µια περιοχή του σημείουξ ΕΕ. 

Εἄν τσχύει ότι: 

Ίν Ὑπάρχουν οι παράγωγοι στην θέση κ - ξεπί(ξ,ε) 

3. τε(Ε) 0 

3. 1 Γι (κ) - Ἱππτιοη 50 τύτε: 





ατα παζτο Τ.Ε] στη περιοχἡ π(ξ,ε]-{Ε), και 
ια] δια}. ος ΣΣ) 

: Ὑπὰ πα τα 1 9 , 

Α. Ὑπάρχει το Τ1ᾳ σλίκ) και εἶναι Ἠα ία) τσ 

Απόδειξη: Επειδή οι Εξι και 6; έχουν πα μις στη θέση κ - 

ξΕπίξ,ε) έπεται, ότι αυτές είναι συνεχείς στην θέση κ - 

και τότε θα έχουμε: η {κ} 5 ΈνΕ) και Τΐπερ(κ) - Εε(Σ). 
..ῇ ΑΝ 

Επειδή απὀ την υπόθεση θα έχουμε ότι; Ε,(Ε) Ξ Εε(Σ) -ᾱ. Ε 

πειδή Γ{{Ε) ϱ 0 θα έχουμε: Γό(Σ) 28 ἡ µόνο ε{(Σ) «0. 

Ας υποθέσουμε ὁτι εἶναι: Γ/(Ξ) 20. Αυτό σηµαίνει ότι η 5, 
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Εἰναι γνήσια αύξουσα στην θέση Χ - Εξ, δηλαδή υπάρχει περιο- 
χἠ του ξ η πίξ,ε) έτσι ώστε: Εε(Χ) «Ε2ίξ) -0Νκε(ξ-ε.ξ) 
και Εε(Χ) »Εο(Ε) Ξ0Ν κεΕ(ξ,Ε9ε) και επομένως είναι 

{ε(κ) 0 Νν χεπίξ,ε)-{ξ). 


θεία) 
οἰκ 


΄Ἠστε το πηλίκο Είναι εντελώς ορισµὲνο ν χεπ(ξ,ε)-{ξ) 


"Εστω τώρα ότι Γέ(Ξ) «Ὁ τούτο σηµαίνει ότι η 52 είναι γνήσια 
φθίνουσα στην θέση χ - ΣΕΚΕ, δηλαδή υπάρχει περιοχή του ξ η 
π(ξ,ε) έτσι ώστε: {2(Χ) Σ{2{Ε) Ξ 0 Ν χεί(ξ-ε,ξ) και 

Με (κ) «Εε(Ξ) Ξ 0 Ν ΧΕ(Σ,Ενε) και επομένως είναι: 

ἐν) 0 Ν κε πίξιε)- ξ και το πηλίκο ΙΓ και πάλι εἰ- 
γαι εντελώς ορισμένο Υ κεπίξ,ε)-{Ε). 


Επειδή Έν(ξ) - ΕΣ(Σ) - 0 θα εἶναι: 











ἀλίαὶς Ἠήῃ ἔνίκ). -ἔνίξ). 
αμα Ἑεα) τν τα) Ξεείϱ) 
αν ἔνα σενα) 
ο, ές ος ΕΕ, 
τε πα μαι (8) 
μμ 
Παρατηρήσεις. 


1. Τον κανόνα αυτό του 46 1’ Ηοςρ]Ίτα] Βα εφαρμόζουμε, ἀταν 
έχουμε ασριστία της µορφής Ὅ. 


3. Ἡ πρόταση ισχύει και όταν ακόµη οι Τι και ΕΣ είναι ορισ- 
µέγες σε µια πλευρική περιοχή του σημείου ξ, δηλαδή στην 
(ξ-ε,Ε] ἡ [ξ,ξκε) και τὀτε οι οριακές τιμές είναι πλευρικές. 
Παράδειγμα Ί. Νε τον κανόνα του 4ε 1᾽ Μοςρ/ἔαἸ υπολογίστε 
τα πας όρια: 


κὶ-θκ1κΌκ 
α- Ί]α κ2ἀκιὸ β. 


μα 

Απάντηση: α) θέτουµε Ε1{κ) -χ)-Αχ212κ και Εε(κ) -κ:-δκεᾶ 
Παρατηρούμε ότι: 9851) - Ἡ και ο(5)) - Ἱ. Επομένως και οι 
δύο είναι ορισμένες σε µια περιοχή του σηµείου {, π.χ. την 
(Ίτε,19ε) {ε20). Προφανώς υπάρχουν οι παράγωγοι αυτών στη 
θέση κ» 1 και εἰναὶ Ε5{κ) Ξ Έκ-4 καιι συνεπώς Ε{ί1) ς -2κ 
Σ0. Επίσης είναι: 11πε,(κ) 5 05 Τπερ(α) -0 


Βάσει αυτόν πληρούνται όλες οι προύπαθέσεις της πρότασης 


μα) κά 
πα η 
β. θέτουµε: Ει(κ) -Ἰοφ(κ1) και {(κ) -ο---Ί. Είναι: 

251)  (-ἳννω} και Α(6ε) -ΕΒ. Και οι δήο λοιπόν είναι 
ορισμένες σε µια περιοχή του 0 π.χ. την π(0,ε). 


και εποµέγως: 





Όι παράγωγοι αυτών είναι αντίστοιχα: 


σέ(α) Ξ ο : τα και Τὸ (κ) 


στην θέση κ - 0 και μάλιστα Μέ(0) 5 ε’ Ξ1 0. 


Ἂν οι οποίες υπάρχουν 








Επίσης είναι: Ἰήπ]οα(Ίνκ) -Ί99ί - 0 και] Ἰπέε(κ) - δ”-! -0 


δηλαδή: Ἰἡπει (κ) - ΠβΡε(κ) - 0. ΄Ἴστε υπάρχουν όλες οἱ πρού- 
ποθέσεις για την υσχύ της πρότασης και συνεπώς και την εφαρ- 
µογή του κανόνα. 


' ς ον Ξ 
Έχουμε: Ἱ1π ο κ 





{ο . Ἡνς α 
ο) τν 


Παράδειγμα 2. Κα βρεθεί το 11 με. σα μλα. µε τον κανόνα 
του 4ς 1’ Νοςρ!{α]. 

Απάντηση: θέτουµε Εα(κ) -/Τεὸκ-/Τκᾶκ και Ε2(Χ) - χεδακ2, 
Ἡ πρώτη συνάρτηση είναι ορισμένη Υ κεί- Ἱ νι) και η δεύ- 


τερη ΥΧΕΧ, και εποµέγως εἶναι και οἱ δύο ορισμένες σε µια 
περιοχή του μηδενός. θι παράγυγοι αυτών είναι αντίστοιχα: 


. στι νι α2χ)᾽ ΑΧ) 
τπῖσς -σπτίττ και ΕΣ() Ξ Ίλάκ και υπάρχουν σε µια πε- 


ριοχή του μηδενός και είναι: 


ο ο ο ο 


Επί πλέουν 11 δι (κ) Ξ Ίος 1 πεο(κ) .-0 
Ὑπάρχουν συνεπώς οι προὐποθέσεις για την εφαρµογή του κανό- 
να και έχουμει 


απ. { 
πα ία) τι 
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Πρόταση 2. θεωρούμε τις συναρτήσεις {. και 85, οι οποίες εί- 
ναι ορισμένες σε ένα διάστηµα (α,β). Εάν ισχύει ότι: 

1. Ὑπάρχουν οι παράγωχοι αυτών Υ χεία,β). 

2. Εε(κ) 0 ν κε[αβ). 

ος 


ΞλΕΕΒ ἡ τω ἡ -ω τότε: 


Πα} λεκή να ἡ -ὦ. 


Απόδειξη: (Βλέπετε ΄Αλγεβρα 3. Κουκλάδα - Γεωργιακάκη)'. 





Παράδειγμα 1. Να βρείτε τα παρακάτω ὅρια: 


συνκ-1 κλγτρο ) 
αλ Αη κ τὸ 


Απάντηση: α. θέτουµε Ει{κ) - συνκ-! και ἔε(κ) -κξ. 0ι συ- 
ναρτήσεις {ι και Ε; είναι παντού ορισμένες στο Β. Όι παρά- 
γωγοι αυτών είναι αντίστοιχα: 
τά(α) 5 ημα και Εε(χ) Ξ 2κ και ισχύουν: 
1. Ὑπάρχουν οι παράγωγοι αυτάν ΝΧΕΒ. 
2. Τὰ (κ) α 0 νχΕΕ-(0), 
3 Ἠμνζο(κ) 5 ο ἸμπΓε(κ) 
(Δηλαδή εδώ έχουμε αμφίπλευρα όρια του κ” 090 και κ” 0-0) 


{ο τη μι, ως 
μαι μι Ιλ ο. 


Επειδή λοιπόν πληρούνται οι συνθήκες του β᾽ κανόνα του ἆο 
Ἰ. ΝοςρΊεδΊ θα έχουµε: 


 ιπὰ 

καλο ὃν 
Β. θέτουµε Εικ) » κζει-ξε” 
τήσεις Ρα και Ε» εἶναι παντού ορισμένες 6 
αυτών εἶναι αντίστοιχα: 





Τήπ 
1». 





καν Γκ) 5 (κ-1}). Οι ουναρ- 





θι παράγωγοι 


Εἰἰκ) - ἀκ-δοῖ. Ἱ(κ- 1] « 2κ-θα” και 


αείκ) πι ὀ(κ-1)2 και νσχύουν. 
Ί. Ὑπάρχουν οι παράγωγοι αυτών ΥχΕεΕ. 
2. Είναι Τίκ) 0 ν χΕΕ-Ι1/. 
3 Τεν) το 5 ΤΊπες(κ). 
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σχα) 2κ.2εΣ] 1. 
- 11 ελ) τμ πσηστ ή » Ὑνατί για τις ᾿συναρτή- 
σεις Π4{κ) 5 2χ-2ε και Γό(χ) Ξ 3(α-1) ισχήουν και πάλι 
ότι και για τις {1 και Τ2 και κ οςη 
: κ” 
μμ ο) τρ Εν Ἡρεάστ: 


και πόλι για τις ΕΙ και Ε2 , οπότε τελικά: 


Εμ Ι” βήμι Ἡμμ ΗΝ 


ο... 


Στο παράδειγµα αυτό γινότανε συνεχής εφαρµογή του θεωρήµα- 
τος, αφού κάθε φορά ισχύουν όλες οι προὐποθέσεις για την ε- 
φαρµογή του κανόνα. 


κ-Ἱ 


Παράδειγμα 2. Μα βρεθεί το 119 ΟΣξ µε κε(ῦ,-7-).. 


Απάντηση: θέτουµε Ει(κ) - εφ και Εε(κ) «κξ, Όι συναρτή- 
σεις Εν και Τε είναι ορισμένες ν κε [ῦ,-2 }. Οι παράγωγοι 


αυτών είναι αντίατοιχα: {1(1) 5 
σχύουν: 


πούνε και Γ{(Χ) - ὂχ και ι- 


Ίν Ὑπάρχουν οἱ παράγωγοι αυτών ακε[ῦ, ϱ-). 
2. Είναι τέ(κ) 0 Υ κε(θ,-ϱ.) 
3 πει (κ) ..»- Ίαπες(κ) 


11π 


1 ων 
1 ὄχσυνεκ 





πα). 
δ, αιτία) 


Συνεπώς ισχύουν όλες οι προὐποθέσεις για την εφαρµογή του 





κανόνο και επομένως: 11 ΣΧ). - Ίήῃ Ξω. 


(πα α). 
κος [2(χ] ΗΕ 


Πρόταση 3. θεωρούμε τις συναρτήσεις Γι και ἔ2.οι οποίες εἰ- 
ναι ορισμένες σε ένα διάστηµα ΑΔ της µορφής (α.ν}. 

Εάν ισχύει ότι: 

1. Ὑπάρχουν οι παράγωγοι αυτών  χεΔ. 


1τι 


2. Ες) 0 ΝΧΕΔ. 
3. κει (κ) - ΤΡ. (κ) 








! 
ᾱ. μα Πο} «ΛΕΡ ή λ- κα, τότε θα είναι και 1] ΓΙ Χ) - 
αλ τα .1 Ῥοϊκ 


Σλεκήλ-1α. 


Απόδειξη: Επειδή οι 6 και ΓΣ αρίζονται σε ένα διάστηµα της 
µορφής (α,.ῶ } μπορούμε να υποθέσουµε α20. "Εστω τώρα κ - 





«νε τότε επειδή κΕία,κῶ ) θα εἶναι ΥΕ{0 


ς1 λα 


Επομένως οι συναρτήσεις Ει(Υ) -Μνί} } και ΒΕ(Υ) -Εε(- }) 


με ἁ- (0,-Π-) πληρούν τις προὐποθέσεις της πρότασης (2), 
γιατί: 


1ν ΕάΩ) τσ Ες) γ1.) (σύνθετη συνόρτηση) 


ον 
γ 
, κε ο ει Ἱ. ο. 
ΡΕ τ εεσὸίς γὸ νγείο) 
. 1 1 αλα 
2. ΕΥ) 0 γε(θ, α } 5 εεισγὸί- γΣ } κο 
3, πει (κ) - Τήπες[Υ) 0 και Τϊπβο(κ) - Ἱπεο(γ) -υ 
ο Ανά ) ν 
κ δίκΕ η σίοη., : 
δ. αλα Τα τπτ λεΕήλ- λα. 
Επομένως θα έχουµε: 


ενα) Ειίν).. ΕΥ), α 
ολα Ῥη) ΕΡΕ) ον ο) ΑΗ λτσα 
Παρατήρηση. Η πρόταση ισχύει και όταν οι ἔχιξΣ είναι ορύα 
µένες σ᾿ὲνα διάστηµα της µορφής (-ω,α) µεχ»-ῶ. 
Διατυπώστε και δείξετε την πρόταση. 


Ἰοφ(19 -ᾱ-) 
Παράδειγμα 1. Βρείτε το 1] --''- -τἩ-- µε ας. 
χ 
Απάντηση: θέτουµε {1(Χ) - Ἰοψί].-α-] και Τ2(κ) --ἴ-. ὃν συ- 


ναρτήσεις Γι και Γ2 εἶναι ορισμένες σ᾿ένα διάστηµα ἃ 5 
5 ἴθρνω). θιν παράγωγοι αυτών εἶναι αντίστοιχα: 
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ος ας - - 
Μι ο το ο 


και είναι Ε2(Χ) 0 Υ χείθ,νω). 

΄Εχουµε λοιπὀν ότι: 

Ίν Ὑπάρχουν οι παράγωγοι αυτών ν χΕ(θ,εω } 
2. Π4(Χ) 0 Υ κε(ῦ,νω)}) 

3. Ἠμθι (α) 5 1ου] 5 05 1ληρ(α) 


-α . 
εκ), χίκνα; ος ή. αἲ Ἂ 
δτμν Ἠ κ] αν, ἷς ἆαπα[κν 3 
κ 





.ός Ενα} ος 
ο ο. 


παράδειγµα 2- Βρείτε το Τ]π 


- Εφαρμογή του προη- 





νούµενου γιαα - -ἲ. 
Απάντηση: θέτουµε ΕΙἰκ) - Ἰοα(1- 1-} και Τε(κ) :-ἕ- και οι 


συναρτήσεις Έι και ΤΣ είναι παντού ορισμένες σ᾿ένα διάστηµα 
δν νε). 
Οι παράγωγοι αυτών είναι αντίστοιχα: 





στα) 5 


Εκ) στ - 


Ἱσχύουν τα παρακάτω 
Ίω Υπάρχουν οι παράγωγοι αυτών Υ κεΔ, 
2. Ε2(Χ) 0 Υκεν 


3ὲ πάν (κ) τ Ἰπ]οφί1- ἆ } οφ! - 8 - 1νπε(κ) 


4. αλα Εηκ} τα ᾱ 


Υπάρχουν όλες οι προὐποθέσεις για την εφαρµογή του κανόνα, 
και έχουμε: 


χάπια... 
ΑΙ εκ μπα 





Πρόταση 4. θεωρούμε τις συναρτήσεις Γ: και ΕΣ οι οποίες εἴ- 
ναι ορισμένες σ᾿ να διάστηµα Δ της µορφής (α,ξ) ή (Ξ.β) ἡ 
(α.ξ) 0 (Ε.Β) και ισχύει: 

1. Όιν εν και Ες παραγωγίζονται ΥκΕεΔ. 

2. τε) ον κχελ. 

8. Ἠβτι(κ) 5 κ και 1ἱβτ2() 5 να 


4. λα Πα) ΛΕΚΑ Ντ κω τότε: 
μμ) τς τλεν τω). 


Απόδειξη: Παραλείπεται. 


ν ην α 
Παράδειγμα. Εάν α.βιγΕΝῖ, βρείτε το Πα ο ρασ 


Απάντηση: Επειδή, αν Ει(Χ) - Ἱπ(ανβεῖ) και Ε2(Χ) 5 
τε ἔρος θε ς Αει 

5 ΥΒΧΤΕΖάΧΗΥ, θα εἶναι Εκ) 5 αχβεχ 5 αιβεξ Και 
ἑ(κ) ο λρασττ εφαρμόζοντας τον κανόνα παίρνουμε: 


νβκζκδαχτν 


κ) βε. ἠβχΣι2άΚΥ ο]. ο 
αλ μὴ κ} τα νπ ζακβολ](α.βα) ΑΣ αβες 
δαν 
ὣ Αν τας 
ο βκόκζαχκκν 1 κ κ 
ΜΗ ος ο λε Ἱμμιως 
χ 
νά εἲ Β  Β 
5 Α]α βες κ πρι 





5.19. Ειδικές περιπτώσεις αοριστίας της µορφής 0’ ρνωῦ » ΙΙ)" 


Γνωρίζουμε, ότι αν η συνάρτηση { είναι ορισμένη σεµια πε- 
ριοχἠ του σηµείου ξ και είναι Ε(κ) »ὂ για κάθε χ της περιο- 
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Χής αυτής και επί πλέον υπάρχουν τα Ι1Π5(Χ] και ]]πφίκ]ντό- 
ο 

Ἀλλά αν Ἠβε(κ) 5 0 καν 11πΦ(ὰ) - Ὁ οδηγούμαστε στην µορφή 
5, π οποία δεν έχει νόημα αριθμού. 

΄Όμοια αν 11 με(κ) » Τ και 1]μφίκ) - τα ἡ -α επίσης οδη- 
γούμαστε στην µορφή 135 ἡ 1-3 που και πάλι δεν έχει νόημα 
αριθμού. 

Για να άρουµε την αοριστία στις περιπτώσεις αυτὲς εργαζύµα- 
στε ως εξής: 

ᾱ- Ἀοριστία της µορφής 0). 

΄Ἔστω ότι ν -[τ(χ)]τ{Χ) µε (κ) 20 Ν χεπ(ξ) και Ἠμες) 
50 καθώς και 1{ῃφ(κ) - 9. 


΄Ἔχουμε: ΠΥΞ φίκ)1 π{ίκ)-νΊπγ -οἳ χ115( κ) 


εἰ πς (κ) 15 (1) 
2. 


καὶ επομένως; Τρ [τ(κ)] 113) - (αφού η εκθε- 


τική συνάρτηση είνα. συγεχής). 

Ἴστε αρκεί να βρούμε το 11ηψίκ) 1 πΕ(κ). 

"Εχουμε όµως ότι ο) 5 Ὁ και 1181 πα) Σ-ω, γιατί, 
αφού 11πΕ(Χ) 5 0 και ΜίΧ) 20, ἐπεται, ότι το Μ(ά) τείνει στο 
μηδέν από τιµές-θετικές, απὀτε λόγω της συνέχειας της λυγα- 
ριθµικής συνάρτησης θα έχουµε: 

μι πείκ) τ Ἰπίημεο)) τω. 

Με αυτόν τον τρόπο οδηγούµαστε σε αοριστίἰα γνωστή της µορ- 
φής 0ἱ-ω). 


Παράδειγμα. Κα βρεθεί το α μπημκ). 
Ἀπάντηση: Εδώ {(κ) - ημκ και φ(κ) - κ και είναι 1 νπε(α) -0 


και Τἱπφίχ) - Ὁ Και επομένως έχουµε αοριστία της µορφής 0’. 
Μετά από αυτό θα ἔχουμε: 
κ αλπίκ Τη πνκ) 
ο. 
Επειδή το Ἰ{π(χἸ πημχ) είναι της µορφής 0ί-α }) θα εργαστού- 
µε ως εξής: 








17 
ο ο μϱμ.... 
.. 


(µορφή τα }) ἁραῖ 


σημα), 
μχ 


τ{π(κ Ἱπημκ) » -ΤΙπ--- 
.οφο μονο 


δα ο ιβδ) 
πας αλ Τεν” 





Θπιατί εἶναι της µορφής: -ϱ-} 5 «Ίλι---ϕτ--- ς «1Μπ(Ζχσυν"κ]-0 
Αλ ο 
συν» 


Κι αδω 
Επομένως και Ἰλπίημχ) αν 


β. Λοριστία της µορφής τ: ’. 

Ἔστω ότι ν -[ε(κ)11{π) µε Εκ) 20 Υκεπίξ) και πες - 
59 καθώς και Ἰ1πφί(χ) » Ὁ, οπότε έχουµε αοριστία της µορ- 
φής τω). 

Είναι: 14 - Ἠβι]τ) ς οἨπο(α) Ίπεία) 

οπότε αρκεί να βρεθεί το 1πφ(α) Ίπ {(κ}, που είναι της µορ- 
φής θ(12). 


Παράδειγμα. Βρείτε το 11π(κ ). 
Απάντηση: Προφανώς είναι της µορφής (12 "). Επομένως θα ἑ- 


ο μρλῖην Ἱ 


χουμε: 1 1ηχὰ - αἲ και αρκεί να βρεθεί το Ἱ1π-.- Ἱηχ το 
8 μα 


οποίο προφανώς είναι της µορφής -τω- . 





0 και άρα Τ{πχκς - ε) -{ 
κ 





Είναι 1 


1πὸ 
Υ) Λοριστία της µορφής 1’ ἡ ΙΤ". 
Εάν ντ [π(κὴ1 1) µε Ε(α) 20 και 11ΠΗ(Χ) - 1, ενώ Ἠποίκ)5 


5 κὦ., τότε έχουµε αοριστία της µορφής {" και τότε εργαζό- 
µενοι όπως προηγουμένως έχουµε ότι; 


Ἠφ το) πλ. εἴδβ 1) ΤΗ ΣΣ) και επομένως αρκεί να βρού- 


µε το 1{πφί(κ) Ίη Γ{Χ}ν που είναι της µορφής 019 }- Ίδια ερ- 
γασία αν είναι της µορφής 5. 





Παράδειγμα. Βρείτε το Ἠακ”. 
Απάντηση: Είναι φανερό, ὅτι αν χ” 140, τότε έχουμε αοριατία 
της µορφής 1” και αν χ”1-0 αοριστία της µοροής Ί". 





ο ο Ἡ 
κἹ τὴς κ-τ Της 
θα έχουμε: 11ηκ ΞΡ και επομένως αρκεί να 


βρεθεί το 1ὴῃ π1 11, που προφανώς εἶναι της µορφής: α 





Τότε όμως θα ἐκουμε: 11πι στ 


1η. 
-ἲ 





Ξ Τπ 





Ξ Ί, ἄρα και 1 1πχ α΄ αἲ 


δ) Λοριστία της µορφής ϱ({5ω). 
Βεωρούμε την συνάρτηση Γ Ξ ΤιΤ και ζητάμε το πε Ξ 


Εν Γνωρίζουμε ότι Ἱπενξο) . μα μρεε Εάν όμως 


.ε 


Ἠμμεα το καὶ ἸΙπζείκ) τν ἡ -ᾱ- {όπως οἰσόμα όταν Ὀεερία 


συγκλίσεως), τότε δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον παραπάνω 
κανόγα επειδή το θ/έω } δεν έχει νόημα αριθμού. Γνωρίζουμε 
όμως µτι ον η ΕΣ εἶναι ορισμένη σε µια περιοχή του σηµείου 
ξ, τότε υπάρχει µια περιοχἡ του ΣΠ οποία περιέχεται στην 
πρώτη και ισχύει {5{κ)20 ν χ της περιοχής αυτής. Αυτό όμως 


µας επιτρέπει να γράψουμε το γινόμενο Τι: υπό την μορφή 


--. 
εωεετ 


τα 


Επειδή όµως. του. «ξ το ΜΗ, : 4, θα έχουµε Ἰϊπ 1, - 8 


ος .2. 


στ 


καν επομένως οδηγούμαστε στην µοηφή της αοριστίἰάς του τύπου 
ϱ 


ὰ, 
Εννοείται ότι για την εφαρµογή του Κανόνα άρσης αοριστίας 

της µορφής -ᾷ ,.θα πρέπει να ιαχύουν και για τις συναρτήσεις 
{ν καὶ -ᾱς ν οἱ προθποθέσεις εκείνες οἱ οποίες επιτρέπουν την 


εφαρμογή του κανόνα αυτού. 


Παράδειγμα. Βρείτε. το ἸἸαίκσφχ). 


Απάντηση: Γνωρίζουμε. ότι ]ήπισφ(κ) - «ω και Ἰ1πσφκ 


12ο κι 


-ω και 


επομένως έχουμε αοριστίἁ των μορφών θ(νω) ἡ 0({-α). 


ας τς ς 
Επειδή σῳχ - ασὶ Υ.ΧΕἘ-{0]} θα ἔχουμε: 11 πκσφσ) 


Ξ Ἱτα τὰς και μ]ἀστόν-τον τρόπο έχουµε αοριστία της µορφής 


Ἀλλά για τις συναρτήσεις Ει(Χ) 5 Χ και Τ2(Χ) 5 εφχ ισχύουν 


όλες οι προὐποθέσεις.για την εφαρµογή του κανόνα αοριστίας 


.. 
του τύπο ϱ. 


πα. 
Επομένως Ἰ]π . 


Ξ πουν κ - Τ, οπότε κ 
εφα 1πσυν 1 ότε και 





ἡπ(χσφα) - Ι. 


Παρατήρηση: Εἰύαι δυνατό θέτοντας {Τι το -ᾱ-- να αναχθούµε 


τν 
στην µορφή -ἕω- - 
Παράδει | Βρείτε:το Τ]πίνχ Ίηκ). 





μας 
Απάντηση: Προφανώς ἔχουμε αοριστία της µορφής 0-00). Γρά- 
φουμε το γινόμενο ῥΧ Ίηκ υπό την µορφή: 


- η». και θα έχουμε τώρα αοριστίἰα της µορφής ἴω ----ᾱ- » 
κ 


οπότε εφαρμόζουμε τα γνωστά δηλαδή: 


1ὲ 


παπ(νκ Ἱηκ) - 





5 τ]πε/χ το. 


ΜΕΘΟΔΟΣ Όε 1’ Μοςρ! τα] 


| Ἡν Ενα να βρούμε το όριο κάποιας συνάρτησης {του κὸξ 
| (κ τείνοντας στο ξ) βάζουμε.στον τύπο της {; όπου κ το ε 





και αν η { παίρνει κάποια αλὀ τις μορφές -Ὁ- ἡ 33 τό- 


τε Κάνουμε χρήση της πρότασης Όᾳ 1’ Ηοφρ]{α] 





απ ἳ- 
κος ο Ὁ (κ) 





Δηλαδή: Ἠπατ(κ) τ Ίῑα Φις}. ᾖ Τἶα Φις 
ος ια 


Ξ. Αν του χα ξ η Τ παίρνει τη µορφή θ{4α ) τότε για να 
βρούμε το όριο της την γράφουμε η µε την µορφή ο το 


"Δηλαδή Ἱϊπε(κ) - ΤΠπφ(κ)Φ{κ) ς 1 δ) τικ) 
..ς κε α.ε σα απερκτ 


και εφαρμόζουμε την παραπάνω πρόταση | της µεβόδου, 





;3. Αν του κ-ξ η Ε παίρνει κάποια απὀ τις μορφές 03,13,” 
! τότε γράφουμε την Τ µε εκθετική µορφή οπότε παρουσιάζε- 
ται στον εκθέτη η απροσδιοριστία {2 ) και εργαζόµαστε 

Ἱ όπως στην περίπτωση 2 της μεθόδου. 


Δηλαδή: 1 ΠΗς(Χ) -ἲ κ [ο(κ)] 2 «). 1 ήπεδίς ππφία) 


κνς χε αλε 
: αἱ ς κ 
ο ο κ μα το, 
ον ο. Εἰκ) κ πρ) ο 
4. Αν του χ»ξ η Ἐ παίρνει τη µορφή (ω -ὤ } τότε ἡ κάνου- 
µε τις πράξεις στον τύπο της Ε και τις δίνουµε µια από 


τις μορφές -Ὁ- ἡ Σω ἡ 0({ω) ἡ βγάζουμε κοινύ παράγον- 


τα Κάποια απὀ τις συναρτήσεις φίχ) ἡ α(κ) οπότε ἡ υπολο- 
| νέζεται το ὁριο,ἡ παίρνει τη µορφή 0(4 } οπέτε εργαζόµασ- 
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τε όπως στην περίπτωση 2 της μεθόδου. 


Δπλαδής ΤΠΕ (α) τ Τπ[φ(κ) -ο(κ)} -- ΤΙπφίκ) [1- ἓρ 
κ. ξ κε ανε 
Τα παραπάνω ισχύουν και για τα όρια ακολουθιών παρ όλο 


που οι ακολουθἰες δεν είναι συνεχείς συναρτήσεις. 

Ἀλλά αφού πρώτα τις µετατρέψουμε σε συναρτήσεις θέτοντας 
| όπου ν το χ. 

Βρίσκουµε έτσι το όριο της αντίστοιχης συνάρτησης ας..): 

5 Ε(Χ) του χ22ῶ οπότε και ο περιορισμός της Ἔπου εἰί- 
ναι η ακολουθία (αγ) νΕΝ έχει το ίδιο ὁριο {βάσει γνω- 
|. στής πρότασης απἁ τα όρια). 





Για την εφαρµογή της παραπάνω μεθόδου πρέπει η συνάρτη- 
ση να παίρνει κάποια από τις απροσδιόριστες μορφές 
δε ο 042}, 00)” ν». 

"Τα θέµατα που ακολουθούν θα κάνουν περισσότερο κατανοη- 
τή τη μέθοδο. 


ΛΥΝΕΝΑ ΘΕΝΑΤΑ 


Θέμα Ί. Να υπολογιστούν τα όρια 


κ κ -κ 
Ε κ ατα 1 ΠΠ Τί συναε }οσυνίκε 





κ”ο α”θ 





. 
Σ΄ αυνκ : 
10 Ἠπα αμ. 1) ον 


Λύση: Ἰ) Αν θέσουμε ὁπου Χ το Ὁ το ζητούμενο όριο γίνεται 





σι Επομένως 8α εφαρμόσουμε τη μέθοδο 6 1’ Ηοερ! τα] 
κ 
5 να α μππις Ίνα 
χ.ο 
Σηµείωση: Αν α - 6 τότε Ἱϊπ ὅτι - Ίπε Σ 1. 





κ»ο 
11} "Όμοια αν θέσουµε όπου κ το Ὁ παρουσιάζεται η ἄπροσδιο- 


ριστία ς άρα εφαρµόζεται η μέθοδος θε Ι’ Μοερ/εα] 
" 





κ᾿ κ : τά χ1” 
ο ο ο ο ο ο κο 
κο κο κ»ο 
Πα 2 1 ημα να. 
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143) Νε κ Ξ 8 έχουμε τηΥ µορφή -ᾖ- ἄρα έχουµε 


τα ουνίχεῖ|-σμψίκα-). ο ττπ συν κε }τσυψίκε ὃν 











χ.ο χ.ο 
αλ τπμίκε”) (χο”)” ηΜΚα Ἀηκε ση. {ο 
χ.ο 


Αν στην (α) θέσουμε όπου Χ στο Ὁ έχουµε την µορφή σ :, 


: πα σπμκςὮ (κε Ἡ)  λημίκε 
Ἆρα είναι: .. σαι 


απ [σπμίκεζ) (2 εχεζ)»ημίκε” Ἠ)ί 
μα ας ας 


90. 








ΞΤΐπ 


Ξσυν (κεῖ] (κε) ’ (εὖ εκοΧ) -ημί κε) (ε” κο” νχοῦ)ς. 
χο ο τς Ἂρ πο ῇ 








στα --..- 


χ.ο 





ασυν(χε 


Θέμα 2. Δίνεται η συνάρτηση Γ µε 
ἱ 
ασ’, χςο 


παν ἡμοκίβοωντα, κο 

Να προσδιοριστούν τα πραγματικά α,β ἔτσι ὧστε η { να εἰ- 

ναι παραγώγίσιµη στο Ἡ. 
Λύση: Αφού η Ε εἶναι παραγωγίσιµη στο Β θα είναι συνεχής σ᾿ 
αυτό επομένως Και στο μηδέν Και παραγωγίσιµη στο μηδέν. 
ἼἎρα ἐχουμει 
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1) μμ] 5 ἀππε(κ) - Ε{0) και 
) 


ΕΕ τση ς ἔ το 


Ἡ (1) γίνεται: 11πίπμᾶχ«βαυν2κ) 5 1ήπας"" -α---β- α {1} 
κο” κο” 





Η (11) δίνει τις σχέσεις: 


εἰ τν Εα)ΣΕί9) . Ἡπα πμλκαμουνέν-α (µορφή Ὁ ) 
μή 


5 Ἱ{πί3συν2κ-2βημᾶκ) 5 3 (2) 





ήν αμῖκ)΄ Ταβουνοα): 





κοο” κ κο μα 
και Ε΄ (01) - Τίπ 8. (µορφή -Ὁ- )- Ἱϊπ «πο τα . 
αν ῦ α-θ- 
Ξ Ἰήπφαε  - 4α (3) 
κ»οτ 


Ἀπομένως είναι 4α Ξ 3 (4). 
Απότις (1) και (4) έχουµε α -ἅ-και β τᾱ-. 


θέμα 3. Δίνεται Ἡ συνάρτηση { µε Ε(κ) -Ι-- 





Για ποιά τιµή του ὰ είναι Ἰϊπέ(κ) - «ΕΕ. 
κ»ο 

Λόση: Αν στον τύπο της Ε θέσουµε όπου α το 0 έχουµε την µορ- 

φή 5 οπότε μέθοδος Ό9 1) ΜοςρΊτα] 


(α-ὺκ 
Είναι πες) - ο... 
0 
ὅπου αὖ λ-1-2 4 ὃ τότε ΠΠπ{ίκ) « «ῶ (άτοπο) γιατί τότε το 
κ»ο 
ὁριο δεν θα ήταν πεπερασμένο. 


"Λρα πρέπει λ-3 -θ-λ- 1. 





λ-1-2 
ἀπε 





-χ (3) 


Σηµείωση: Με λ - 3 εἶναι Ἰπε(κ) - ανν 
κο κι 





θέµα 4, Αν αἲβΗΥ - 0 και ναςμβ - 0, μιν εν" 


ννρκν 
Κα υπολογιστεί το αΐπ κ δσται- 


λύση: Αν θέσουμε όπου Χ το 1 το ζητούμενο ὁριο παίρνει την 


μορφὴ «3. ρα από τη µέβοδο 0 1’ Βοερ!τα] ἐκουμε! 


16ε 


νρκμ νι, μι. μ-α 
αχκν «Αχ "αν κν) . ψαχν Ένμβχ 
πε πα μα απ τ- ο λα σκοῃ 
Ἀλλά αν θέσουμε και πάλι όπου κ το 1 το νέο ὁρια παίρνει τη 
µορφή -Ὁ- οπότε εφαρμόζουμε και πάλι την µέθαδο Πε 1’ Ἠος- 


Ρ{{α] και έχουμε: 
ν-1 μσα 


ο ας αμα ηλ πα 


κνὶ καὶ 


ο πως 1)ατμίμ-β. 


Βέμα 6. Να προσδιοριστεί ο αΕΚΕ έτσι ώστε το ώς) 


πμαί ) 
κ. «| κίκ-ῃ στ 


2ακ1-εχε], κὲΊ 








να υπάρχει 


Λύση: Για να υπάρχει το Τ1πί(κ) πρέπει να υπάρχουν τα πλευ- 
κι 
ρικά όρια στο Ί και να είναι σα. 


Είναι Τϊπ(κ) - Ἱπί(2αχ7-2χα1) - 2α-ίι (1) 
κατ αντ 


Φ [ μα 
οκ ον, λ πμαδεει τή. ἵπμα(κ- 

Και Ὃ ος μα κοσ) πι «Η- ΚΟῃΠ 3 
 Ἠπα θύνα(κ- 1) [α (κ). ς γμη ἄαυναί ασυνα(κ.!) 


ασι ας ὃν 
Από τις (1) και (2) έχουµε: 2α-! -α «-- ας ἵ 





θέμα 7. Κα υπολογιστούν τα όρια: 


αμο κ 
ο Π0 κ λος λεν 
κο 1] 
1 αχ : αν -2ν 1 νἂν-1 
11) να. Τπζημ{3α αν) μη 


Ἡ 3 Ἂν θέσουμε όπου χ το ὢ το ζητούμενο όριο παίρνει 


τη µορφή -Ὢ ρα μπορούμε να εφαρµάσουµε τη µέβαδο Όο 1 





Ποδρ{ τα]. 
κο κ σαλσ-α (ελεα ὰ)’ 
Ἔχουμες Τϊ απίς ε) η ετε  ς. 
χο ανα 
ππάρ-κ (οὔ- ο Ἡ) 2κ 
ο ο ο ο ο 





κ-οο νά 2 
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11) Αν θέσουμε ὀπου Χ το μηδέν έχουµε την απροσδιοριστία 





Ξα- Άρα μες εφαρµογή η ματς δε - µοφρ/ 1], 
ἀα α 4χ 
Έχουμε: απ ἆ πε τη ἡ τα) 
παῖς ουν(ἀκ)ό 4 ημἈχσυνᾶκ 
παμπ σος κ Ίππβουνης - 
αροσπηῖςς συνί1χ)3 3 «νο. πμάΣσυν5χ 


συνὰχ 4 Ασυνᾶχ 
μα ας ανα σνακ ατα θὰ. ο ατην δονὲς - 
ας αν η 
: 
434} θεωρούμε την συνάρτηση 5 µε Γ(ὰ) ---ϕλτ"---, ΕΕ 
λ ακ»τ 
καν υπολογίζουμε το ΤΠπΕ(ὰ). 


κνο 
α) Αν |] 21 τότε αν θέσουµε όπου Χ το 2 η Γ παίρνει την 





µορφή -ᾱ- . "Άρα έχουµε: 
πες) τ τν ΑΙΝΑΗΙ ) τμῃ Ιλόλλὸς ας 
ανω ανα λΠμλΗ ανω λα 
ν 

"Αρα είναι τότε και 11 λες” 

κπωλ” ενα] 
Β) Αν ΙΙ «1 τότε και πάλι αν θέσουμε ἁπου Χ το «ῶ έχουμε 
την απροσδιοριστἰα -Ὁ- οπότε έχουµε: 


Ίνα Αλλα ΑΛΕ ς| 
καλα Ίνκω κο λ Πλλε 


"Αρα τότε είναι και Τ{π. λ.ν . 
να λὝτωνατ -ἶ 
γ) Αν |ΔΙ - Ί τότε θέτοντας όπου Χ το α η ἔ παίρνει και πά- 


Χι τη µορφή 1 . "ρα το ζητούμενο όριο γίνεται; 


Ηκ λε 





ποτ 5 14ν 
κτλ χχαί ανα 


Οπότε είναι και Ἰΐπ  λἳ2Υ 
νο ΥΣ ΤΕΥ ΕΤ 


Επομένως το ὁριο της ακολουθίας που εἶναι ο περιοριαμὸς της 


31 αμα τα” 1 
παση δν [κΣΤΑΓΠΤ” 


Ξ1 
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β είναι: 1 
 ληλ1 
ν λ'4ν ον 
1 τοτ τ 
γν λἳ ψε! Ἑ ο λε 


Τν) θεωρούμε την συνάρτηση 5 µε είκ) - ΣΤΗΣ] 
πολογίζουµε το 11π{(κ). 
μα 


Αν στην { θέσουμε όπου Χ το «ῶ έχουµε την αοριστία -ρ 


και υ- 


"Αρα µέθαδος Ρε Ί Μοςρ{{αἸ έχουµε: 


Ἠππε) 5 Ἠπ δρ 8 τα θίκΞη. 8) το τὰ 


αιφ γω ανω 
"Άρα και η ακολουθία που εἶναι ο περιορισμός της { έχει ὁ- 


ριο το 4. 





.. 


: ο ο ρευµ 
Είναι δηλαδή: Ίνα Αν Πάνο. τ 4. 


Βέμα Β. Κα υπολαγιστούν τα όρια: 


1ηχ Ἱπ]α( -ὖ- 1) 
. μι τ 1... ἐπ 
.ν 
181 ία ἂν, ΥΕΝ, 420 ἵν) ασ 
απωα απακαξ 
-α 


Λύση: !) Το ζητούμενο όριο είναι τῆς µαρφής 


"Άρα έχει εφαρµογή η µέθοδος Ώε 1’ Ηορρ!ία]. 
1 
























ἛἜκουμε: 119 ηπὰ ο Ἰα αρ ς «ΠΧ 3) 1 Ζημκσυνὰ 0 
χο. χκρθτ- πμ τχ χοον κ»οἈ 1 
2 εχουμε απροσδιοριστία της µορφής -ὃ 
"Άρα ἔχουμε μέθοδος κ π αν 
χνωςος  αρωας χσω αἲε 
τω δν 1) (9-2). ος. δι 
: τν ο αμα ον 
3}. Ἔχουμε την απροσδιοριστίἰα ---Ὢ- ἀρα είναι: 
αν. ἨπΙκς 2 2Η) ο ιός 
μα τη απ τς) 
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το 
κα ------- 
ων τη Επ 


4] Αν στον τύπο της Γ θέσουμε όπου Χ το «Ωω ἔχουμε την απροσ- 


διοριστία 









κ 
παλ. 


αλωχθ]ι 





5 πα 


θέµα 9. Να υπολογιστούν τα όρια 


1). Τ πχ” Ίπχ ΕΠΗ) Τη ἠκΊπκ 
α»οτ 1 χνοῦ 

14) Ἰπνκημ-.- ἓν) Ε π(ημχΊπχ) 
κ--σο. χο 


Λύση: Ἱ) Αν θέσουµε όπου χ το 0 το ζητούμενο όριο παίρνει 
τη µορφή 0(-ω). Επομένως εφαρμόζουμε τη μέθοδο Βο 1’ Ἠος- 
Ρ]εαΊ και έχουµε: 
Ίδης Ἵηχ ς Τα 118. τῖη 5 αγ τησ τς 8 
κγος κ»ον τσ. αγον- Ὁ κ»ον 

χ 
11} "Όμοια έχουµε τη µορφή Φ (0) οπότε εφαρμόζουμε τον δὲ 
1 Ηοερ1εαΊ και είναι: 

1 





οημ 
1 ἡπνκημ 3 5 πππ- 


43 Τάπσυν τ 
χασρ ασ 








"Έχουμε τη µορφή 0(-0ο) οπότε: 
1 


κά 4 
Ταν κΊηκ - Τπ-λδ.ς Τη -ᾱ 5 Πα 5-21 ακἳ «0 
.ρὲ- ερ. δν ες ο ο 
α»οὶ κο νο κ»ο 2 πα κο αγο 
Ἰν) Έχουμε την µορφή 0(-ῶ) άρα είναι: 








, 

ἸπημκΊηκ) τ 11 τς σία σασγα- «παλ. 
: κΞ ν 

αο' αοπρς αποηταμνα- α»ὖ 








5 απ πα τμ παν 
χ»ον αγοσο νὰ 





θέµα 10. Να υπολογιστούν τα ὅρια: 


: 
1} Τ]α(π-2κ) εφχ 113) Τήνο Ὁ 
..ρ γνω 
11) Ἠακ ον 1ν) Τ]α(α”-κ1)εφ ὃς. 
κο ανα 


Λύση: 1) Είναι η µορφή 0(4ῶ } οπότε μέθοδος 2 
χουμε: 1 {π(π-ὄχ)εφχ - 


αν ὃ 





5 πΣ1Τηεφ΄κσυνΊκ - 21 1ηημ/χ 5 2. 
κσ κ» -Ἡ 
11} Είναι η µορφή Ω (01 οπότε έχουμε: 


ν ν-α νο 
ου 
χλα ἀἴαων ατ κσω 
τί δὲ - 0 

ο. α 
141]. θεωρούμε τη συνάρτηση { µε {(κ) - χέε που είναι συ- 
νεχἠς και παραγωγίσιµη. Αν υπολογίσουμε το όριο της { τότε 
και ῃ ακολουθία θα έχει το ίδιο όριο επειδή είναι ο περιο- 
ρισµός της Ρ. 


Η Γ εἶναι της µορφής ὦ {0) οπότε είναι: 











ο ο ο ο 8 
αθνσο κγοο ϱἳ. κπωεΆἓ κχ»ω ας 


"Αρα και Ἱϊπν ο Ὁ - 0, 
ντο 
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Ἰν)} Ἂν θέσουμε ὁπου Χ το α η ἔ παίρνει τη µορφή 012). 


Άρα έχουµε: Ἱ]π(α”-κ”)εφ ἓπ 
ασ 





2 πχ 
-ξχ ορ ρα 
. Ἱπ τε . 
απα---σπρ-ιτ π 
συν” ὁς εφ σα ον 
κ 3α Ἱππχημά ὰ ς ἀαἲ 
π' Ἰ πλην” ὃς 


θέμα 11. Κα υπολογιστούν τα όρια: 
1) Ἠἴα1-κ)εφ τν 11) Τα κ Τη [εφί Ὁ .ῃ 
κι κο 





Λύση: 1) Είναι της µορφής 0(4ω ). ᾿Δρα μέθοδος ὂε 1’ Ηοερί- 
Φ) 


1 Τη - 





τα1 έχουμε Ἱ{π(1-χ)εφ κ - Πίπ 
χ»ι στ 








ανα κοὶ 
εφ ο 
κ ουψ: πΧ : 
εφ Ἔ συν τ . ζημ ἀλδς 
 Ἠπν ο ὄσπ----- - τί --- 
καὶ καὶ 





14) Είναι η αοριστία της µορφής Ὁ (0) οπότε έχουμε: 








Ίπε 
ΤπχΊπ εο( τσ) - τα 
χρω ἱ , μ 3 ῶνορ 





θέµα 12. Κα υπολογιστούν τα όρια: 


1). Τπα(κημκ) πο 3 111}. Ἠσ(ημκ) τν 
Χο κ»ο 


ΕΠ). Ἠακὰ 1) απ 
ανος ο 
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Λύση: ἵ) ΄Εχουμε απροσδιοριστία της µορφής (03). Επομένως, 


πμλκος γ1ρο πμ καλα (κημκ)ς 
εἰναν ίσει ; 5 με 
αάπημε καπ (κημκ 
ασ (1) 
και στον εκθέτη έχουµε αοριστία της µορφής Ὀί-αω). 
"Αρα έχουμε απὀ την (1) 


(κημκ) ΄ 
τω - Ἱπ(κημα) ππις 
Ἱ1πημ Χ1π(χημκ) 5 Τϊπ Ὃ ια 5 Τα σι ---- 
ος πρ η κ πν τν μνα. 
. (πμκεκσυνκ)ημ"κ., κο ας µμ "Ἓλκημ 2κσυνκ 
- . Εμμ ουνὰ ας; 
1 αν ης ἂν. ον ος .0. ο το ζητούμενο όριο 
πα α.ο συνὰ κ-ὸ 


είναι ϱ) - Ί αιά την (1). 


14) Είναι η µορφή (0”). Επομένως έχουµε: 








τς ἃπκ 
ο ο .. 

εκ” - 1]βε . τ - 
κ ομα 


111} Είναι η µορφή [0’). Επομένως έχουµε: 


11: αά κ 
οδτνα ιο] 


} να ημκαπ ημκ)ς 


5 Ίήπε (9) 
κ»ο κ»ο 
όπου στον εκβέτη έχουµε αοριστία της µορφής 0[-ῶ) οπότεο 


εκθέτης γίνεται: 


Ἱαπίημκ 








1 . 
πως (ημκ) 
πο ο σπα 
κο κπο αν - 
ημκ κ 
ατα συνκημ κ 
11 Ἴμχσυν µν 
Και η (1) δίνει Τ(πίημα) "ὴΕ- οὐ - 1. 
κο 


2 
Ίν) Θεωρούμε την συνάρτηση { µε {(ὰ) - (3-31 που εἶναι 


συνεχής και παραγωγίοιµη. Η 5 για χκ-τω ἔχει την αοριστία 
(05) οπότε έχουµε: 
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: ο τν 
2 1 κ νο 
πτ τα αλ ον αἳπ 
Ἰήπε(κ) - 1ο) ἂν ϱα-αδἳ  - οανω Ἱ ε 
χ.ο ος ανω 
ατα -ᾱ- 
Ξ6σνω Ξ9 





Επομένως και η ακολουθία έχει το ίδιο όριο επειδή είναι ο 
περιορισμός της Τ. 
Θέμα 13. Να υπολογιστούν τα όρια (µορφή 1}, 


Ε ανα» ο 





11) Τϊπημκκσυνκ) 


τω κ.ο 
{η Ἠπατς ἃς 1ὴ ἐν) Ἠλα- Ἡ ο 
κλοο ο 
αλααὰ ἆ } αἰπκληί νε ) 


Ξ6χω 


λύση: !) Είναι α{πί1: -Ἱ- 


κο 









{ 


κ 
αἰπχλπ(]- 
εκ ο 








αλα ράρεςς κ 
χρω Γαλ καν 





αλα -τ Ἰπ(ημκησυνκ) 

} Είναι 1 ήπ(ημκασυνκ)” 5 οχ”0 
νυν πηχεσονα ἰσυνκ-ημο 

τς πλ(ηματσυνκ. 3 ο Με 

αἷπ ος κα. μν-μ Τ 

ΒΧ20 Ξ εχ»ο 








19) θεωρούμε την συνάρτηση 5 µε (κ) » {1 }5. Β 8 είναι 





συνεχής και παραγωγίσιµη και µε κ” έχει την µορφή {(! } 
επομένως είναι 











απίας ο } 
αακλκ [ο } μάα ες 
Π πει κ) - θχγοο 5 θχ-ω 
κο 
νε. ον 
Ἱρτας λ 
αλα 
α»αο τ 4 
τα - 
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"Άρα καὶ η ακολουθία που είναι ο περιορισμός της { έχει το 


ἔδιο όρια. Δηλαδή είναι Π1πί- ας 1” -ᾖ- 
ντα 


θέµα 14. Να υπολογίσετε τα όρια (µορφή (40) } 
1 1 





4). κ απ) αι ἅ ο 15 
κοῖ 
αλ να . 
ΠΠ 1ν) Ἡ]α(ν δν). 
κ»ο 8 ννο 
(Πανελλαδικές 1986) 
ον αλα, αὰ ας 
Λάση: 1) Είναι Ππκὰ - εχω Ξε κτα 
ατα 
αἰπ--- 
.ο κ ως «ε) -{, ὦ 
ο. 1] 
1} Εἶναι Τ{π(Ίτ .ε κ.ῦ 














κο 

απ (1η -ἲ- 

κ 
αΐα τα 
λος μπα 

-α 5 
1 χεν1 
αδα ατα ἅστν ) 


πο 
111) Είναι Ππή( ΣτΕ η 5 6 χα 
κνῶ 





κλν1 
πω θο τος ιών 
ἀπ .-ά αλα 5 
τν 
Ὅοοα εκτ 
επ καὶ βκίκετ)-(κτει τα «αληρκ-1 
αλα κενή ἕνα αλα κε) [κὰκτ] 
ο. α-δι ους! 


πι 
ἓν) θεωρούμε την συνάρτηση Ἐ µε Εκ) 5 (χ1-βχΊ)χη {µε 
Χ-ργῶ παίρνει τη µορφή (ῶ”) οπύτε είναι 


-ᾱαπ(κε-ακνα) αλα απ θαντ) 


Σπ) 5 πε 5 Εχω 5 
κσο χα 
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α θκ-3 
11 τε ας τΤ 


Ξεκνω ἳ 


..) «1 : 


"ρα και η ακολουθία ας. - (ν-Ην«Ι)" που είναι ο περιορισ- 
μὸς της 5 έχει το ίδιο ὁριο. Δηλαδή είναι 


Ἡη (ν1 νε) ἳ - 
γλοο 


θέμα 15. Αίνεται η συνάρτηση Ε µε 


απ Σο)’, κνο 
κ.) « 
κ’ -Φαχαῤ-α2, χς0 


Ἂν υπάρχει το όριο της Γ στο μηδὲν να προσδιορίσετε το α. 
Λύση: Επειδή η ῇ έχει όριο στο 0 ισχύει Ἱϊπε(χ) - δ] (0) 


χο 


Το πρὠτο µέλος της (1) µε χ-0 είναι της µορφής (ῶ 11. 





ααπικτα( 1η --- ) 
"Άρα είναι Τ{πε(κ) - εκ-οῦ 


αοἈ 
1 
απ]η(-ς ) 
αλα ο Ἐν 
κ»οῖ  ἃκ ανοθ]ηί τα 
.. Ξ6 Ξευ -τ (2) 


και ει) . μμ 4αχα2-αξ) -2-αξ (3) 


Από εις ζ) καὶ στ έχουμε: 2-α" - Ί1--- αἱ - Ία--α - 31 


θέµα 16. Κα αν τα όρια 
1 


Ώ ου . α,βΕΒΣ 1) ΤΙα(οφκ) τὰ 


χο. 
όση: 1) Τα ὁρια των μορφών {5,03,9 5 μπορούμε γα τα υπολο- 
γέσουµε και µε ἑνα ἀλλο τρόπο παίρνοντας τους λογάριθµους 
των δύο µελών της Ε. 
το Επεσύμενο όριο είναι της μορφής {1} οπότε αν θέσουµε 
1 





18Ε 
1 1 


ας π φδ 
(ο Ἠκανβ προς α ος ΊκαςΊπβ , Ίη/ά 


(αλλη 


Ξ τπ- 
χ-α 


"Αρα εἶναι 1ΙΠΊπΥ - Ἰηήαβ -ν ΤΠ ἴπΥ - Ἰπήαβ (γιατί η αι- 
αχτω κλω 
γάρτηση Ίπ εἶναι συνεχής). Επομένως µε απολογαρίθµιση έχου- 


µε: ΤἴπΥν -αβ. 
χω 

14}. Ἴὅμοια αν θέσουµε  - (σφχ)'ὸ τότε όταν 0”. έχουμε 

αοριστία της µορφής (ῶ )} οπότε το ζητούμενο όριο γίνεται: 





ΠΠΊΗΥ 5 ος Ίπσῳχ ς 11πσ0χ - 


κου κου πα κνοῦ Ταχ 
ο κσκυρή 

: 2 η --- 
τά ορ ο ΛΑ. κ -Τπορδνρς τα οὰς - 

ολο . κον Πμἄσυνα. ον ΠΜΖΧ. 
ο οἱ ἓ αι, ον 
πανκ τς 
"Άρα εἶναι ΙπΙ1πΥ -Ίπ-- -- 11 .. 

κο” 8 α»03 


θέμα 17. Κα υπολογιστούν τα όρια (µορφή ϱ-α) 





ον ωὰ . αν Ἡ 
1) λα Ἰπ(οὔεε ) -κ ο) 
μι αν κ τμχ 
κ : 
ο ) 19) Ἠπίν- 1ον) 
κπα γω 
λύση: Το ζητούμενο ὅριο γράφεται: 
οκ Ὃ 
μου 
κοῶ χο 
5 τήπ[ιη(ο σε) -2χ] - ΠΠ [Πη (ο ντ) -2Ιπε”] - 
αν ανα 
δα οκ 
5 παπι τπη Ἠπ] μα ὄ ορ τς Ἱηηα ὄθοο- ς 1 ςὉ 
χω χνω ϱἳ χρω 2εἳ 





11) Κάνουμε τις πράξεις στην παρένθεση καὶ το ὁριο Υίγεται 


1 
α -χαπτεφκ (8) 1. ουν εκ 
τν πο 


-ἲ 


8ο 


111) ΄0μοια Κάνουμε τις πράξεις στην παρένθεση και έχουµε; 


ἡμχ-χ ς συνχ-Ί (3) |, ας 
αμ ο μμ ο ο. 








ο Βεωρούμε τη συνάρτηση ἕ µε Μ(Χχ) Ξ- Χ-Ίπχ της οποίας πε- 
Ριορισµός Είναι η ακολουθία α, -ν-Ίπν. 
Η Ρ όταν το χ- παίρνει τη µορφή (0 -ῶ } οπότε αν βγάλου- 
µε κοινὀ παράγοντα το Χ το όριο γίνεται: 


δες -ᾱ- κεἶηκ 
Ἠπκζτ- πΛ] ν Ἠππο ο Αλ τα  ἄλρος «πα κκ) τ 
να ανα ος κα {α) κα 
ο αι 


"Άρα και η ακολουθία {α.) έχει όριο το -ᾱ.. 


1 1 
14 
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θέµα 18. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(α) 5 (αι) Ὁ κ 3 
κα υπολαγέσετε το Ἰπ{(χ). 1 
χε γα: 

Λάση: θεωρούμε την συνάρτηση Φ(κ) Ξ κ με οί) - (0,1) 


Ἀ Φ είναι συγεχἠς στο (0,:5 } και παραγωγίσιµη σ αυτό οπό- 
τε υσχύει το θ.Μ.Τ σε κάθε διάστηµα της µορφής [ικα]. 


ρα 3 ζΕ (κ,κε1) τέτοιο ώστε φ' (6) «(ΝΑΤ ΣΦΙΑ) 





π ολ σἩ, 
ο ο. ο... 
ώς ο 
ο πα 


Επομένως Ἰ1πτ(κ) - Τπφ'(ξ) (1) γιατί όταν χω ἕνα 
κολῶ ενω 


Ἴθμως Τἱπο (ξ) - πας τάς 1χς] και επειδή 
ενω 





τα 
ᾱ . 1 
ος 
τΐα 32 Ἠνἁ.τ ο και τας) Ε- οετω ς 
τα ε-ω ε.οο 
αχ 1πδ 
γε ἔπω ο βτωά 


Ἀπό την (1) έχουμε ότι: πε) 5 Τ1(120-0) 5 1 
κκ 
Συνεπὠς το Ἱ{πε(κ) - 1. τό 
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ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1 Με τον κανόνα Ρε Ι᾿ Μοδρ!ῖα] να υπολογιστούν τα όρια: 








ο ΜΕ ώ ε ο με  -εξ 
Ἡ ατα ουνκ-] Ἠν) 1η ερχ-κ 
τη εφχκ-ημχ {π -Σημχ 
πα τς πας συνᾶχ 
ἓκ 
“9 ο : ΜΜ. 
11) Τί νΏ Τα πό 





α»ο κ»ο 


2. ΄0μαια µε τον κανόνα ὓθ Ι.᾽ Ηοερ{Μ8Ι ἡ µε ἆλλο τρόπο να 
υπολογιστούν τα όρια 
Ίσσυν (1 -συνα) 


ππ- συν οουνεε 
κο ὰ πρ 
ία ο σημα) (1ημ1 χ) επτημ αχ) 


συν 





κ». 
2 


3. Να προσδιοριστεί ο α και β έτσι ώστε η συνάρτηση { µε 
Ἰπ'χ, 0 «κσε 
(κ) - 


αχ{β, ὁ «χ ενω 
Να είναι παραγωγίσιµη κε βί{). 


4. Να υπολογιστούν τα όρια 








2:9χὰ6 χημχ 
1) Τι ἂς 8 ο πο 
χορ Χ χε -χε7 χο εφ. χα] -συνδχ 
μα τα σα 1ν) 
χθσα Τε Υκ 
8. Για ποιά πραγματικά Κιλ ισχύει Τί Ἰμηδε-ᾱς «λ) Ξ 6, 
κο 
6. Να υπολογιστούν τα όρια (µορφή {ῶ ) 
Ὦ ας ων 
ο αλκ)ὴ μμ. 
1) τπ το ν) τπ 
χσο χο Ἰπ(199 2) 
Επτά ουνχ]πία-α)  ψη ττῃ Ἰπ(ᾶχ-2) 


χρω Ἰπ(ο]-ο”) χρω Ύκ. 
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7. "Όμοια µε τον κανόνα 9 |.) Ηο5ρῖῖα] ἡ µε άλλο τρόπο να 
υπολογιστούν τα όρια: 


Ίπημχ αδ( 1-2} 
1) 118 ΤπεφΧ 19) Ίνα εφ) 
“ο κ (1) 
2 
Επτά ἀπ), πα 
χο" ε χπω νᾶκ: τόχνα 


8. Αν Τ{π[/κΣ-ὄκεζ-(ακ»β)] - 0 τότε να βρεθούν τα πραγµατι- 
κο 
κά α και β. 


9. Με τον κανόνα Όε Ι᾽ ΜοςρΊ{α] ἡ µε άλλο τρόπο να υπολογί- 
σετε τα όρια των ακολουθιών 


άν. ͵ 

ο πας Ὁδης, 
ανα ν 

ο ο η νο ο 


10. Να υπολογιστούν τα όρια (µορφή 0/5 }). 


Ε Ἠπ]π(α-ϱ) (ἵπκ- 1) 1). {πας εἶ Ἅ)σφχ 
καν. κ π 

119) πα Ίνα Ίν) ΤπχεΊησυν --- 
κο κυαο 


11. ΄0µοια να υπολογιστούν τα όρια: 


1) Ἠπ(κ- )εφχ 1) Ἠπκἴημ ἅτν κΕΒΙ 


κ κ» 
11) Ἑἰπίημκ!ακ) ἂν). Τ{πσφχ[1-συνχ) 
χ.ο κ»θ 


12. Να υπολογιστούν τα όρια [μορφές 1”,0ΐω 9) 
1 


Επίκ ἄν) ππεφκ)σὰ 
1.9 κ.ξ- 9 
| 4 ὴκ β κε 
111 Ἠαζτες) Ἠ). ἨΙπσυν οκ) 
χγαν κο 
ΠΠ τας }113 ΥΕ) Μπ (Ἴπσφκ) τν 


κο ᾱ 
ολ 


146. 


19. Να υπολογιστούν τα ὅρια των ακολουθιών 


1 





: ψ . 3νι» νυν 
σεν κο νο πρή 
: νο α κ χι 
Πλ} ας, - ντ ενεῖ ο ηλ αντ (αμ αντ 
2 
ή) ας. (2 δν)” ΣΥ ῇ1) α κανε Ν 








Ίν) ας. τ νΊην γη ηηλα 


14. Να υπολογιστούν τα όρια (µορφή ὦ -ω } 
1 








Ε τίπί ) Ίν) ΤΗπν/ζατα)(χ«β)-χ 
χσο δα 
π) ν) Ἠίσοχ- ἳ- } 
ο 
1 ον τἒς- 
υ ϱ) 0 Ἰδας μσύρετ αν) 
15. Δίνεται η συνάρτηση { µε 
1 1 α 
πηρα "σεν ΕΝ 
Πέ) τ Τελ λκελ-δ, κξο 
Να προσδιοριστεί ο λΕΚ έτσι ῴστε η { να έχει όριο 
ν κεμ. 
16. Για ποιές τιµές των κιλ υπάρχει το όριο 
πα 1 2δκ)κκαλὴ 
κο κ 
17. Γτα ποιά τιµή του ΧΕἩ η συνάρτηση { µε 
κἹπχ τν κο 
εί} ΣΤ χε. κο εἶναι συνεχής οτη θέση κ «0 
18. Δείζετε ότι Ἠηκί1 αμ ο} 54 


19. Δείξετε ὅτι Ἰϊπίπ-ὂχ]ερχ - 5 


20. κε τ κ} τὸ 





-αλ-β) 50 


21. Να προσδιορίσετε τα α,βι Β έτσι ὡστες Τ1πί 
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ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


5.20. Μονοτονία συνάρτησης 


Τα παρακάτω θεωρήματα αναφέρονται στο µονότονο µιας ουγά- 
ρτησης σε ἑνα διάστηµα (α,β) και στην ουμπεριφορά µιας συ- 
νάρτησης σε ἑνα σηµείο ξΕ(α,β). 


Βεώρημα 1 Εάν η συνάρτηση Γ είναι ορισμένη και σινεχής στο 
[α,β] και παραγωγίσιµη στο [α,β] και ισχύει Ε΄ (Χ) 0 ν κε 
Εία,β), τότε η { είναι γνήσια αύξουσα στο (α,β). 


β) Αν ΄(χ)ς0 ν χεΕία.β) τότε η { είναι γνήσια φθίνουσα 
στο (α,β). 


Απόδειξη: ο) ἂν ξννζ, ε{αιβ) µε ξι «ἔεν τότε επειδή νσχύουν 
πα προθποθέσεις του θεωρήματος της µέσης τιμής, θα υπάρχει 
ἔν {ξννζν) τσι, ώστε να έχουμε 
δεξι τε) ΕΕ) (ξι-ξε) 

Επειδή ὁμις ΤΕ] 0, οφού Ε΄ (κ) 20 Ν κεί(αιβ) και αφού 

Ει εξω, δα εἶναι καὶ Ε{Ε1} «Ε(ξ) και επομένως αφού γνα τυ- 
Χαία ξι,ξεε (α,β) µε δι - ξι είναι και Ε(ξι) Εξ.) ἔπεται 
ὅτι { γνήσια αύξουσα στο (α,β). 








Παρατήρηση: Το αντίστροῳυ της πρότασης δεν ισχήει, πλαδή 
αν Ε γνησίως αύξουσα στο (α,β). δεν έπεται αναγκαία και 

ΕΙ (κ) 20, γιατί όπως ξέρουμε αν η Γ είναι γνήσια οὐζουσα, 
θα ισχύει: 


ΣΤΕ) Σας ενώ αΐν 





ΣΕ ΣΤΕ(Θ) ον ο και επομένως Ε΄ {Ε) ο 


β) Η απόδειξη είναι όμοια. 
Παράδειγμα.θεωροῦμε την συνάρτηση { µε Ε(κ) - κ΄ και πεδίο 
ορισμού αυτής το (-].11). Λείξετε ότι δεν είναι Εἴκ) »0 


Υκεί-1,11). 
Απάντηση: Προφανώς αν ἔι -ζ- ι ελ 1] δα είναι και 


Είξ1) ς{{ξ2) και εἶναι η { γνήσιο αὐξύησα στο [-1,1},Η πα- 
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ράγωγος αυτής είναι Ε΄{Χ) - θχ" και δεν είναι Γκ) 20 
ψκει-ὶ,ῖ) αφού Ε΄ (0) - 0. 


Θεώρημα 2. Αν η συνάρτηση { είναι ορισμένη και συνεχής στο 
[α.β] και παραγωγίσιµπ στο (α,β) και ισχύει ϱ΄(χ) 20 
Υ κε (ανβ), τότε η Γ εἶναι αύξουσα στο (α,β). 


Β) Αν Γ΄ (κ)50Ν χε (α,β) τότε η Ε εἶναι φθίνουσα στο (α,β). 


Απόδειξη: ΄Όμοιο όπως παραπόνω, 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ἓ 


1. Εάν η συνάρτηση Ε είναι παραγωγίσιµη στο (α,β) και δεν 
υπάρχει διάστηµα {ξι,ξε) Ξία,β) έτσι ώστε Ε΄ (κ) -0Υ χε 

Ε(ξινξε) και Γ(α) Σ0 Υ χεία,β) ἡ αντίστοιχα Γ΄ (κ) 50 

ν χεία,β), τότε η Ε γνήσια αύξουσα στο (α,β), αντίστοιχα 
η 1 γνήσια φθίνουσα στο (α,β). 

Γιατί αν 5’ (κ) Εὐ Υ χεία,β]) βάσει των προηγούμενων θα ἐ- 
χουμε: Γ1 στο (α,β), αὐτὸ όμως σηµαίνει ότι αν ξι «Χ«ξ; θα 
εσχύει Ε{ξι) «Τ(Χ) «Είξε). Εάν λοιπόν ήταν Ε(ξι) -Ε(ξ1)ν 
τότε Ε(κ) 5 ο ὴ χεί(ξι,ξ2) και εποµέγως θα ἦταν Ε΄(κ) -0 
Υ κε [ξι,ξε], το οποίο είναι ἀτοπο, αφού δεν υπάρχει 
χΕ(Ει,Εο) ἔτσι ώστε Ε΄ (κ) Ξ- 8. Δεν είναι συνεπώς Ε(Σ1) 5 
5 Ε(Ε.) και άρα Ε{Ε:) «{{Εε) και Π 8 εἶναι γνήσια αύξουσα 
στο (α,β). 

Η απόδειξη έδια αν Τ΄(κ) «0 Υ χεία,β). 


ἔ- Αν π συνάρτηση { είναι γνήσια μονότονη στο (α,β), τότε 
δεν υπάρχει διάστηµα (ξι,ξ2)Ξ ία,β) έτσι ἁστε Μ΄ (κ) -0 
Υ κε (ξι,ξε). 

Γιατί αν υπήρχε διάστηµα (ξι,Ε2) Ξ (α,β) έτσι ύστε: 
Εκ) 5 0 Υ κΕ(ξι,ξ2) θα έπρεπε {(κ) -εο ΥκΕ(ξι,ξ2) αυ- 
τό σηµαίνει, ὅτι η {δεν θᾳ ήταν γνήσια µογότονη στο (α,β) 
και επομένως καταλήγουμε σε άτοπο. 


3. θα πρέπει να προσέξουμε ότι η εφαρµογή των παραπάνω προ- 
τάσεων πρέπει να γίνεται σε συναρτήσεις µε πεδἰο ορισμού ἑ- 
να συνεχές υποσύνολο του Ἐ και ὄχι σε ένωση υποσυνόλων του 
Ἡ. Στην περίπτωση στην οποία έχουµε ένωση υποσυνόλων του Ἑ, 
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θα εξετάζουμε την μονοτονία της { σε κάθε ενα υποσύνολο του 
πεδίου ορισμού της. 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΗΑΤΑ 


1. θεωρούμε την συνάρτηση Ε µε Ε(Χ) - σφχ και πεδίο ορισμού 


3π 


π 
δη. 


αυτής το 340) -(- 7) ὐ (0,π) ὐ ία Να εξεταστεί ως 





προς την μονοτονία. 


Απάντηση: Καταρχήν παρατηρούμε ότι η Γ έχει παράγωγα την 
1 


αι ὼ-- πας ψ χεΞθ(5) και είναι προφανώς Γ’ (κ) «0 

νΝ χεβίε). 

Ίότε όµως θα έπρεπε να εἶναι ΓΕ γνήσια φθίνουσα στο 5/45). 
Αλλά αν πάρουμε ἒι 5 -ᾖ- και ξ2:-ᾷ και τα δύο στο (5) 


παρατηρούμε ότι είναι ξι «ξ» και αν η Τ ἦταν γνήσια φθίνου- 
σα στο 3{6Ε) θα έπρεπε να έχουμε: σφζι » σφξα, δηλαδή -Ί 5] 
ἀτοπο. Αυτό προκύπτει απὀ το ότι το 3Η) εἶναι µια ένωση 
υποσυνόλων του Ἑ και όχι ἑνα συνεχές υποσύνολο αυτού. 


Εάν εξετάσουμε την Ε στο {- 2 0) θα πάρουμε: { γγήσια 
οθίνουσα στο [- 7-,0) στο (0.π) όμοια { γνήσια φθίνουσα στο 
ἀπ ' 3π 
(0,π) και στο (π,ὸ } όμοια τ γνήσια φθίνουσα στο (π, ὁ } 


2. Μελετήστε ὡς προς Το µονύτονο τις παρακάτω βασικές συνα- 
ρτήσεις που µας είναι γγωστές απὀ τον τόμο "Άλγεβρα 6.3. 


α) Τὰ) - αχκ.β/α.β ΕΕ 
Β) (κ) - αχ) εβχεγ/α,β2ΥΕΧ. α {0 
γ) εκ) - ΤΡ /α,βΙΥΙδΞΗ» Υ « ῦ, αδ-βγ 0 





γαιδ 


Απάντηση: α) Εχουμε 5ί6Ε) - Ν και {΄(κ) - αν, οπότε: 
Ίνα 5Ώ -ν Εκ) 50 Υ ΧΞΚ -- Τ γνήσια αύξουσα Υ κΕΒ. 
2.α«0 --Ε΄(χ) «Ὁ Ν κΕΕ -»{ γνήσια φθίνουσα ψ κεΒ. 
ἃ,α- 0 -- Ε΄ (Χ) Ξ0 ΥΕ -»Τ ασταθερή Υ κε. 





Β) ΄Ἔκουμε 38) Ξ κ και Ε΄ (κ) 5 ἔακ.β, οπότε! 


200 
Ίνα 20 και Ε΄ (κ) 2 0 -ν 2αχβ20 -- κ»- ᾗ - Ἡ γνήσιως 
αὔξουσα στο {- ᾖε-,«ὦ } και ον { (κ) «0 κε 
-- 5 Ἠνήσια φθίνουσα στο (-.,,- ᾖ-; ). 
ἓι α «9 και {’(κ) «0 -- κς:- ᾗ- --Ε γνήσια αὗξουσα στο 
ία, τη και αν Ε΄ (χ)20 -- κ»- ἔ -- Ε γνήσια φθίνου- 
σα στο {[-ᾳ νεα). 


δή Ε)(- -δ-) 5 6 βή 
3, Επειδή ε(- σα) 5 θ, τό σηµείο χ 2α- Είναι σηµείο 


στασιμότητας της Τ, 


} και επειδή: Εκ) "ντ -σ 
ψ κγ γ 





Υ) χουμε 9(0) «Χ-ί 
όπου ο: - ΑΗ. 0, θα έχουμε; ϱ'(κ) σποἝρα 

κατ] 
νκεθς). ν 
θα μελετήσουμε αυτήν σε κάθε ἑνα υποσύνολο του πεδίου ορισ- 


μού της, δηλαδή στα υποσύνολα (-ω,- 3-) και (--ὂ- νεα) ᾱ- 
φού 2{4) - (-ω- τς) α(- ὅ-μνω). 
19 Εάν ο» 0 -ν Γκ) «0 -ν Ε Ύνηο. Φθίνουσα στο (-ω,--ᾱ } 
και { Ύνης. Φθίν. στο (- ὃν). 


ἓ- Εάν ο «9 -- Ρ)(Χ) 20 -ε { Ύνης. αὖξ. ατο (-ῶ,- «5 } και 


Έγνησ. αὐξ. στο σα κ, 


8. Μελετήσετε τις παρακάτω συναρτήσεις ως προς το µονότονο 
α) Εκ) - ἀχ"-δχ292 ΑΒ) εκ) - νατο2-θ]χ| 


Απάντηση: α) 'ἔχουμε 25) - Ἀ και Ε΄ (κ) - 12χ1-10χ 
Είναι Ε (κ) 20 --- Ι2χ) -Ι0χ 20 --- κίδχ2-5)20-- 


--- κ(κ.ΥΣ)κ.γΓζ1 ο. 
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» 4 


” α - ΄ 


ρα Γ΄(χ)20 γχε(«γς, υγ τι) και επομένως είναι 





Τ Ὑνήσια αύξουσα σε κάθε ἑνα απὀ τα διαστήµατα (-γ-δ-,0), 
(/Ε-ια) και προφανός {΄(κ) «ο Ν χε (-α,/ 5”) υ (0,2) 


και επομένως { γνήσια φθίνουσα σε Κάθε ένα απὀ τα διαστήµα- 


τα αγ ξ)ο, 


τα σηµεία 0, -|δ-ι}ξ- εἶναι σηµεία στασιμότητας. 


Β) Προφανώς 35) - και είναι; 


πετ -3 αν χ.ο 
ε). 


ππτὲσ «8 αν χ«θ 
τισ 


και γνα κ 5 η δεν υπάρχει η παρόγωγος της Ἡ. 

Είναι Ε΄ (κ) 20 Υ χελ᾽ και Γ΄(Χ) «ς Υ κε και επομένως 
Ἐ γνήσια αύξουσα στο [-ῶ 0) και Τ γνήσια φθίνουσα στο 
(0,5). Σηµεία στασιμότητας δεν υπάρχουν. 


ΝΕΘΟΔΟΣ ΝΟΚΟΤΟΝΙΑΣ 


Πραβλήματα της µορφής φ(κ) Ἐ 4(κ) μπορούν να λυθούν µε τη 
µέθοδο της µονοτονίας µιας συνάρτησης. 
Γνα το λόγο αυτό θεωρούμε συνήθως τη συνάρτηση {(κ) - 
φίκ)- (κ) και εξετάζουμε αν είναι συνεχής στο 9) 
καὶ παραγωγίσιµῃ σ᾿ αυτό. Βρίσκουµε σε συνέχεια την πρώτη 
παράγωγο της και τα διαστήματα µονοτονίας της Ε΄.Στα δια- 
στήµατα αυτά αν θεωρήσουμε κάποιο χ τότε θα ισχύουν αντί- 
στοιχα οἱ ανισότητες,που θα είναι οι για απὀδειξη προτάσεις. 
Νε κ λα. -- (κ) 2Είκι) αν η Ε εἶναι Μογότονη αντίστοιχα 
γνήσια μονότονη. 





"με χ «χι -- έ(κ) Έείκι) αν η Ε είναι μονότονη αντίστοι- 
χα γνήσια μονότονη. 
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Επίσης µε την µέθαδο της µονοτονίας µιας συγεχούς συνάρ- 
τησης μπορούμε να αποδείχνουµε ότι µια συνάρτηση { έχει 
μοναδική ρίζα πραγματική σε ἕνα διάστηµα Α - [α,β]. 

Για το λόγο αυτό αποδείχνουµε ότι 

1} Η Ρ εἶναι συνεχής στο Δ. 

11} Β ϱ εἶναι γνήσια μονότονη στο Δ. 

114) Η Έ παίρνει θετικὲς και αρνητικές τιµές στο ᾖ. 


Τα θέµατα που ακολουθούν θα κάνουν ποιό κατανοητή τη µέ- 
|; θοδο. 


ΛΥΜΕΛΑ ΘΕΜΑΤΑ 


Βέμα 1. Κα αποδειχτούν οι ανισότητες 


1) οἳ οκ Υ.κεΚ ΠΕ) ημκοκ- ὃς νκεν; 
18) οὔ εκει Εν) Τα τκκ) «και ν κε: 


Λάση: Ἱ) θεωρούµα την συνάρτηση Μ(κ) - οὔἲ-κ που είναι συνε- 
χής στο Ὦ και παραγωγίσιµη σ᾿᾽ αυτό, Είναι δε {’(Χ) - οὖ-! 
Οι ρίζες της {’(κ) - 0 είναι κ ὓ. Και είναι Ε΄(1)20 
γκ20 και Ε (κ) «0 Υ κε οπότε: 

α) Ν 8 εἶναι γνήσια αήξουσα ὅταν χ»0 δηλαδή µεχ»0- 
«νε(κ) 5 Ε(0) -ν οἳ-κ26”-0 -- ϱ”-κ»λ120 - εὖ-χ»0- 


-2θΆ δα. 





Β) Η. 5 είναι γνήσια φθίνουσα όταν κςὈ δηλαδή µεκςθ-»- 
-- (1) 5 5(0) -- εἴ-κ»εὶ --εἷ-κ»120 -- εἴ-κ»0 --εὖσκ 


14) θεωρούμε την συνάρτηση { µε {4} - εὖ-κ-Ί και αρκεί να 
δείξουμε ότι Γ(κ) εθ Υ κεΒ. 

Τια κ - ὃ είναι προφανής. Η Ἐ εἶναι συνεχἠς στο Ἡ και παρα- 
γωγέσιµη οαυτὸ µε Ε΄ (κ) -ο”-ἴ. Είναι δε Μ΄ (κ) - 0 για 
κ- ο. 

α) Αν κγ0- 8 -- (κ) 5 Ε(0) --- εἲ-κ-150 --- οἳ »χ»! 

β) Αν χ«0--Ε{ -- Εκ) 5Ε(0) --- εἴ-κ-120 --- εξ 2χ21 
ρα Υ κΕΒ ισχύει ο” Σχ]. 
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4411 θευρούµε την συνάρτηση { µε 5) -πµα-κε ᾖ᾽ µε χε" 


Άρκεί να δείξουµε ότι ἔίκ)20 Υν κεαῖ 
Η 8 εἶναι συνεχἠς στο ΕΣ και παραγωγίσυµη σ᾿᾽αυτό µε {΄(κ) - 


ἂν 
. κος 
συνα-!» τ 


Ακόμη εἶναι Ε΄ (Χ) 5 -ημχνχ»0 ν χεκῖ επειδή ηµχ«χ. 
"Αρα η Ε΄ είναι συνεχής ν ΧΕἩ: και γνήσια αύξουσα στο Β:. 


Επομένως µε κ 20 -- ϱ"(κ) 2 Ε’ (0) κ συνχ-]» ὃ- 28 που σηµαί- 


νει ότι Ε΄ (1) 20 Υ χΕΕΣ δηλαδή η { εἶναι γνήσια αύξουσα στο 


Ἀ: δηλαδή µε κ»0 -- Γ(κ) 240) -ν ηµκ-κν ᾗ--- 0 -- πμκ 2 κ- 33 
ΕΝ) θεωρούμε τη συγάρτηση {µε Γίκ) « Ἱπ(] κκ) - 113} και 


2ἰκν) 
αρκεί να δείξουμε ότι {{κ) «0 Υ κεΒῖ. 
Ν.8 εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο Β” µε {΄(κ) - 


ο ο Ακκ2)δ(κε))οχίκεδ)ς ο 211) 1-κ(κὰ») 
ει [αατ]ς αγ ΕΠΣ 
τν Σρεκ τεκκ) τος εάν «ον κε" 


Ἄρα η 5 εἶναι γνήσια φθίνουσα στο Β;. Επομένως µε χ»2 ισ- 
χύει ε(κ) « 50) -- Ἱπ1κκ)- ΣΑ ς 11 -ο-- 


2{κατ) 
κκ 2). κίχν2). 


πο Πλ κχ)τ νη ο -- Ἱπ ινα) «εκ 


θέµα 2. Αν ον συγαρτήσεις Ἐ και 9 είναι συνεχείς στο [α,β] 
παραγώγίσυµες στο (α,β) και ισχύουν 
1) Ε(α) » α(α) 

11) Ελα) σα (κ) ν κεία,β) 

Δείξετε ότι: Εκ) ςοίκ) Υκεία,β). 


Λύση: θεωρούμε τη συνάρτηση φϕ µε φικ) - Ε(Χ)-4(κ) και έχου- 
μετ φ΄ (κ) 5 Ε(χ)-α”(χ) «0 Υψ κεία,β) επομένως η ϕ είναι 
φθίνουσα στο (α,β). "Αρα µε α «χ --ϕία) ΣΦ(Χ) και επειδή 
φία) Ξ Εία]-φία) Ξ 0 έχουµε ότι φίχ) 50 -- Είκ)-ο(κ) 5ὔ03-» 
--- Ε(ὰ) ςσα(κ), ν χεία,β). 


θέµα 3. Δείξετε ότι Υ α,βΕΕ µε αβ»0 και ϱΕΧ ισχύει: 
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Εκ βολλεο δλλε2 





Λάση: θεωρούμε τη συνάρτηση {µε {κ} - {1 κκ)ῤη[ας «- 1222031 


όπου κ» ῇ "0, Αρκεί να δείξουµε ότι Βίκ) 0 κεχ 


Ἡ Ε εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο Β; και εἶναι {(κ) - 
Ί 


ΕΣ 


Μοναδική ρίζα της Ε΄’ (κ) - 0 στο Ε. εἶναι η αχ - 1. Οπό- 


5 ο(1 κ) 1 - 





τε με κα κε κο λ να κ ορ κ δν {){Χ} 2 0 που σηµαίνει 
ὁτι η { είναι γνήσια αὐξούσα στο (Ίμιω). 

Αρα με κο) Μήάναη οκ τρ ον ὄε 
πο δες Φαν 2λ.., 

Νεθεχ «1 -- Ε (κ) «0 -- ᾖ γνήσια φθίνουσα στο (9,1). 
ρα με κ «Ἡ -Ὁ ΕΧ) ΝΕΤ) ο-ν (1 ᾱ δεις Β1δ.2 νο, 


Με χ-Ξ Ί η αποδειχτέα είναι προφανής. 


Βέμα 4. Αν α,ΒΕΕ δείξετε ότι: 
ΙΒ ς. |α σα 
το αμ 5 Ίνα τοῦ 

Απάντηση: θεωρούμε την συνάρτηση { µε τύπο: 


Εκ) τς και 24) «Ἀκυ (0). 


.«χ ΟΙΑΗΛΑΥ Ξ τήπτε Υ κε ΔΕ) και επει- 


χ] 


Επειδή ε'{( 





δὲ Τ (20 ν κεφ[β), έπεται ότι η 5 γνήσια αὐξουσα στο 
Μ(1). 

Τότε ὁμυς, αν α,βΕΒ θα είναι: ὃς Ἰακβί α)νΙῇ, και εποµέ- 

γως και Γ(0) 5 Μ({ανβ|) ςΕί]α,«ΙβΙ}, δηλαδή. 
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Ἀκόδειξη: θεωρούμε την συνάρτηση { µε Γ(α) - εχ-1-χ- δ- 


µε 9{8) - Εξ, Η παράγωγος αυτής είναι: Γ΄ (Χ) ς οΧ-]-χ 

Ν κΕΧ,, Αλλά γνωρίζουμε ότι εξ ἃΊνχ Ν ΧΕΧ, όπου η ισότη- 
τα ισχύει µόνο για κ» 0. 

Μετά απὀ αυτά η { γνήσια αύξουσα στο 3(4) και εποµένως ον 


Χ20 θα είναι και Ε(Χ) 2 Ε{0) --ν εἲ-]-κ- ᾖ--»0, δηλαδή 


κ 


χε 
ϱἳ Ίνκα νχεκς. 


θέµα 6. Λείξετε ότι: 1-5 Ίηκν χεκῖ, 


Απόδειξη: Επειδή 5/4) : Εξ αρκεί να δειχτεί η χ-Ις χ Ίπκ 
--- ΧἸηχ-χκεῖ 20, Εάν {[κ) - κ 1η κ-κντ, τότε Γ΄ (Χ) - 

5 Ἱπκ Υ κε». 

Είναι Ε (κ) 20 ον Ἱπκ2ρν-- Τηχ21ΠΙ - κ21 και συνε- 

πώς η Τ γνήσια αὐξουσα στο (Ί,τῶ } και άρα Ε(κ) 2 {(1) 

νχΕ(Ίννῶ}), δηλαδἠ χΊἸηκ-χαί 0 --- ΧΊηκ σκ-τ-- 

1 


-- Ἱπκλ1- 
Επέσης είναι Ρ΄(Χ) «0 ---- 0 «κ «Ἰ και επομένως η Ε γνήσια 


φθίνουσα στο (0,1) ρα αν 0 εκ «! --Ε(κ) 21{1)--- 
--ΧΊπκ-κη 20 -- Ἱπκσί-α, Ανα κ 1, τότε Ε΄ (1) -ο, 


και έχουμε ισότητα. (Το Χ - Ί σηµείο στασιμότητας της Τ). 


θέµα 7. Εὰν 0 5ρ 51 και α.ΒΕΕΒ”, δείξετε ὅτι: 
(α»β) ΄ {ακβ” ο) 
και στη συνέχεια ότι: ανβ Σαν Υν ὰ1. 


Απόδειξη: Επειδή β "0, θα ἔχουμε: (1) --- {τς} 


και αν αχ, τότε (ΧνΤ) «κγ.] µε χΕΒΖ, θεωρούμε τώρα τη 


συνάρτηση ἔ µε Ε(Χ) - κΏν!-(Χ.Τ) και (8) - Β”. 

Ἡ παράγωγος αυτής είναι: 5’ (Χ) 5 ρα” ρ(χε1] 

5 ρ(κΕ [κ«) 5 και επειδή κ20 θα είναι κ’ ] » (κ): 
αφού κ-κεῖ και ϱ-Ί «Ὁ απὀ την υπόθεση. 

΄Ἠστε για ϱ 20 και ϱ-Ι- 0 θα είναι Γ’(Χ) 20 Υ χΕΒΣ, δηλα- 
δή κδιτ {1 κκ)”. 
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Προφανώς για ϱ «8 και ϱΞ ! ἔχουμε την ισότητα. "Ωστε υσ- 
χύει πάντοτε (α.β)’ 5α)«β», ὅπου η ισότητα ισχύει µόγο τον 
ϱ-0ἡρ- Ί και αιβεδ’. 


Εόν τώρα νὰ 1, τότε 0 «{-ς 1 και ἁρα ἴαιβς γαι” (α,βΕΒΣ) 


θέμα 8. Δείξετε ότι η εξίσωση (α-1}ο” -(χε!]ο”- έχει ρίζες 
πραγματικές δύο και µόνο δύο. 


Απόδειξη: Γι αυτό θεωρούμε την συνάρτηση ἔ µε Ε(Χ) - 
5 (κ-1)εὔ- (χε) Αχ η οποία προφανώς εἶναι συνεχής Υ χΕΒ 
και παραγωγίσιµη. 
Ἡ παράγωγος αυτής εἶναι: Ε’(κ) « εὖε(κ-1)ε”-ε ε(κεί]ε” - 
. χιεῦνε Ἡ). 
Παρατηρούμε ότι για χ»20 είναι {’(κ) 20 και επομένως η { εἰ- 
γαν γνήσια οὐξουσα στο (0,τα }. λλά {(0) » -ἔ και ενω) 
- κῶν δηλαδἠ το 1ϊπε(κ) - ανν σΕ οκ. 
δν αι 
Ξ ο ει Ὅτην αἳ 
ανω 
5. τῶ, έπεται ότι θα είναι αιμα νΝ χε(Ο,νω). Έπει- 


δή όμως η Τ είναι συνεχής στο (0,κῶ }), έπεται ὅτι µηδενίζε- 
ται µία και µόνο µία φορά στο εν λόγω διάστηµα αφού είναι 
και γνήσια αύξουσα. Μια ακριβώς ἴδια εργασία για το διάστη- 
μα {-ῷ 0) µας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι υπάρχει και άλλη 
µια και µόνο µια ρίζα στο (- 0). 

Επειδἠ δε {{0) 4 ὃ εἶναι φανερὀ, ότι µια ρίζα της δοσμὲ- 
γης εξίσωσης είναι θετική καν η άλλη αρνητική. 








| .α(1.-0). 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Δίνεται η συνάρτηση { για την οποία ισχύουν: 
α) ΝΤ συνεχἠς στο 
11} Μ. 5 παραγωγίσιµη στο Βὴ 
11) ε(ο) 50 
Ίν] Ἡ ΕΊ1 στο Ε” 
Δείξετε ότι η συνάρτηση οἵ (Ώρτω) Β µε α(α) τή 
είναν γνήσια αύξουσα στο 1. 
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2. Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας των συναρτήσεων 


1) µε τί) 5 χε-χφ! ν)ὸ {µε Ε(Χ) - κεος 
14) ε µε Εκ) 5 Ἱπκ-χεί ν{) {µε {(Χ) -εξκὰχ 
4) Ε µε τίκ) 5 εἷ-κ-{ ΝΕ) {µε εκ) 5 Ίπ]χ] 
1ν) ε µε Τ(Χ) - 3χ)-2χ” νὸκ κ) µε Ε(κ) ημακεσυνχ 





3. "Όμοια των συναρτήσεων 
1) µε (κ) - εφκεσφχ ἐν) Ἐ µε (κ) (κ-δ)(λκντ)" 


κ 
Ἠ) {με εί) τ ημκ-κ/[ο,α) ν) {µε Ε(κ) - (κ-")εκ-ῖ 
110 µε εί) 5 ΧτΙΛ(Χν1)/ ης 

η) µε τα) (α-ημα) (π-κ-ημκ)/ (ον) 


4. Να αποδειχτούν οι ανισότητες 


Ε κ- Ἔτς (κε) «κ ν κελὲ 


Η) κο δν κ δις Ἰα(1κκ) Υὶ κεμ 
(14) ο κκ) πλ οἳ ν κεη" 
2 κα 1 
Εν) σεντ Ἱπ  } «πΥκεαε 
ν) εφχεζηµα 2 ὔκ, κε [ο, -ὅ-) 
νΏ) (κκ) ὍΣ1.νκ, κε [-Ίνκω), νΣΊἡ νεο 


ΥΗΗ) ΧΌτΕ Σν(α-τ) μεχ»δ]τήκ«ο 
ΥΕ) χἴτι εν(α-) Υνε(θ,1). 


ση 


Δίδονται οι συναρτήσεις {,ᾳ: (ᾳ.Β) »Ἑ παραγωγίσιµες 
Υ κεία.β) και Γ΄ (κ) 24) (κ) Υ κεία,β). 
Δείξετε ότι Εχεις) -Ε(κ) Σαίχτε)-ο(κ) Ν χ,κτε Ε(α,β) 


δ. Δίνεται η συνάρτηση { µε (κ) -Ψχ-μκεῖ. 
Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία και σε συνέχεια να 


συγκριθούν οι αριθμοί Ψ24, Ὑσα. 


ημκ, χε[ο, ο] 


Δίνεται η συνάρτηση { µε εί) Ξ 


Ίκσυνκ, κε επ] 
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Να μελετηθεί ως προς την παραγωγισιµότητα και την µονο- 
τονία. 


εξκ 
χλγκᾗ 





Δίνεται η συνάρτηση Ε µε {(κ) - . κεχ-(0]. 
Ἡ. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία 
Ἠ ν ΚΣ 1 ισχύει ο” ” 1ὰ{ ᾱ-}ε, κε» 
131} Αν Χχνκα πραγματικές ρίζες της Ε᾽(Χ) - Ὁ να υπολογισ- 
(ανκε 





τεί τὸ ὁριο Ἱ{ηί άὰ } 


κ-ο 


ο 


10. Ν α,βΕΧΣ ισχύει αὖ ιβ" » { 


Ἡὰν Δίνεται η συνάρτηση { µε {{κ) --ἕ ναξ 
Δείξετε ότι: 1) Τὰ στο. 
πο ΚΙ απωσαι 
131) Λείξετε ότι } ν ΕΝ” ισχύει: 
ἓ ΑΣ Τν Σε βνιννκ εξ Πῦτει 
12. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συνάρτηση { µε 
ν 
εκ) τ σόνεκ- ΝΕΝ µε ν - 2ρ και κε[ο, 5) ὐ(-ό κπ]. 


13. Να βρεθούν τα διαστήματα µονοτονίας των συναρτήσεων 
1} ο µε (κ) - Ὑχ-τηχ 





4) ε µε Ε(κ) 5 (κατ Έα δα 
Πε με Μ(κ) τ Ἱπνν ἴπ) 


Ίν) µε Εκ) τ Ζεχκε”χ 


14, Δίνεται η συνάρτηση 3{ για την οποία ισχύει 
ΗΕ(κ)ΑκΕ (κ) ΞΝ ν κεΕ, Νεα; . 
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Δείξετε ὅτι: 1) Η συνάρτηση φίκ) τρ, τν) ι 
14) Ἡ συνάρτηση Μ(Χ}) 5 χείκ)-μα είνα 
111) Ἡ ξ εἶναι φραγµένη. 


15. Να μελετηθούν ως προς την μονοτονία 2 συναρτήσέ!ι 


ϱ τ με εκ) « ΥΥΕΚΗΕΣ στο {0,2π]. 


ον 
1) {µε σίκ) 5 , η 
ο ν τανε2 
16. Δείξετε ότι η εξίσωση ἐκλἍ2ακὸ - ὁ . 





έχει µια µόνο ρίζα πραγματική. 


17. Δείξετε ότι οι εξισώσεις 
1) 3ΣεΦάκϱ - 6ἳ 
11) 314 - δν” 
έχουν µοναδική πραγματική ε/ζα 'τὸ . 


5,21. Εύρεση ακροτάτων συνάρτσης. 


Θεώρημα Ί- “Εστω η συνάριπση { παραγωγίυιµη ὁ ἕνα ανοιχτό 
διάστηµα (α,β) και έστω ξ5(α.β) στο οποίο υπάρχει ἡ όχι η 
παράγωγος µε Γ΄ (Ε) - 0. Τότε η Γ παρουσιάζει στο ἕ 

3} Τοπικό μέγιστο, το Ε(Ξ) αν Υ χ«(α,ξ, εἶναι ΤΕ {κ) ϐ και 
}κε[ξνβ) εἶναι Ε΄ (κ) «0 

38) Τοπικό ελάχιστο το Μ(Ε) αν Υ κξΕία,ξ είναι { (χ) 0 
καν ν χε [ξ,β) είναι Ε΄ (Χ) Ξ0. 


Απόδειξη: 1) αφού {᾽(χ) ε0 Νν χξία,ξ), π Τ είναι αὐξουσα στο 
(α,ξ] άρα ισχύει: Ε(Χ) ΞΤ(Ε) Υ κεία,ε; (1). 

΄0μοια αφού {΄ (κ) 50 ν χε [σ,β) π {1 εἶναι φθίνουσα στο {ξ, 
Β) ἁρα ισχύει: Ε(Χ) 5τίΕ) γύκς [Σ,β) (2). 

Από τις (1) καν (2) ἔχουμε ότι νσχύει Ε(Χ) ΣΤΕ) ν ΧΕἰσβ) 
που σηµαίνει ότι η Γ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο υτο ζ το 
ε(Ξ) 

14) Εργαζόµαστε ὁμοια. 
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Θεώρημα 2. Εάν η { είναι δύο Φορές παραγωγίσιµη στο ανοιχ- 
τό διάστηµα Δ και ΣΕΛ. Είναι δε Γ΄ (5) «και Γ΄ (Ε) 0, 
τότε: 

1) Αν ΤΕ)" (Ξ) 50 η Ε παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το {{Σ). 
11) Αν ΕΤ (Ε) «Ὁ η ΤΕ παρουαιάζει τοπικό µέγεστο το {ΕίΕ). 


Απόδειξη: !) ΄Εχουμε απὀ την υπόθεση Ε΄’ (Ξ) - 0. Ας υποθἑσοι- 
µε ότι Ε΄ (Ε) «0. Επειδή Ε΄ υποτέβηκε συνεχής στην θέση κ - 
ΣΕΛ έπεται ότι υπάρχει περιοχή (ξ-ε,ξ-ε)ς Δ έτσι ώστε 

εἰ (κ) «0 ν χε (ξ-ε,ξεε). 

Αλλά επειδή η Τ" εἶναι η πρώτη παρόγωγος της Ε΄, θα έχου- 
με Εὐ (κ) «0 Υ χε(ξ-ειξκε) -- Τ γνήσια φθίνουσα Υ χε[σ-ε, 
Εξ] και Ε᾽ γνήσια φθίνουσα Υψ χε [ξ.ἔκε] και επομένως Ε΄ (χ)ς 
«Ρ(Ξ) -0Ν κεί(ξ-ενξ] και Ε)(ὰ) Έε.(ξ) 5 0 ἑ κε [ε,ενε] 
δηλαδή Ε΄ (κ) 50 Υ χείξ-ε,ξ] καιΤ’ (κ) 50 Υ κε[ξ,ξτε). 

Άυτά όµως σημαίνουν ΕΗ στο (ξ-ε,ξ] και ΕΗ στο [Έ,ξτε) δηλα- 
δή ε(κ) ςε(Ε) ἕ κε (ξ-ε,ξ] και Ε{κ} «Ε{ξ) Υν κε [ξ,ξ-ε) και 
τελικά τ(κ) ςΕ{Ε) ν κε (ξ-ε,ξ2ε), που σηµαίνει ὅτι η ἔ ἑ- 
χει στην θέση χ - Εξ τοπικό μέγιστο το 5{Ε). 

΄0μονα γίγεται και η απόδειξη του 11) 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 


1- Ν συνθήκη Ε'' (ξ) ή ὂ του θεωρήματος (2) είναι ικανή ουν- 
Θήκη για να υπάρχει ακρὀτατο της 8 στο ξ, ὀχι όμως και ανα- 
Ὑκαία. Π.Χ η συνάρτηση Ε(Χ) - κό έχει Ε΄ (κ) - ὄκδ µε ρίζα 
την κ-5Ξ 0 και γ)' (κ) - 30χ" µε Ε᾽ (0) - 0. Όμως η { στο 0 
έχει ελάχιστο το Μ(0) Ξ 0 γιατί ν χΕεΕ είναι Ε(κ) - χὸ 
ετ(ϱ) -0. 


2. Γενικότερα ισχύει:. Αν υπάρχουν οι παράγωγοι της { μέχρι 
και ν τόξεως και είναι Γ'(Σ) -Γ" {Ε) .εως ΕΙ) (Σ) -ο 
ενώ ϱ{Υ)(5) 0 τότε αν ν - 2041/ΡΕΝ η { δεν έχει ακρότα- 
το στο ξ, ενώ αν ν - 2ρ/νΕΝ τότε η Ε έχει ἀκρότατο στο ξ. 
και αν Ε(Ν){Ξ) 20 η { έχει τοπικό ελάχιστο στο ξ το Μ(Ε) 

και αν δε Ε{’)(Ξ) «9 η Ρ έχει τοπικό μέγιστο στο ξ το ΕΞ) 


214 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΝΜΑΤΑ 


Ί« Εόρετε τα ακρὀτατα των παρακάτω συναρτήσεων (βασικών): 
α) Ε(κ) - ακγβ/α,βεΒ, α{ 0 

Β) Εκ) - αχ” βχΑΥ/α,Β,ΥΕΝ, α ή 0 

Υ) Εκ} αχ βχ"εγ/ α,βγΕΒ, α ή 0 


5) ϱ() - εξ /α.β.Υ.δΕΝΒ, ν 8, αὔ-θν κ 0- 


Απάντηση: α) ΄Ἔχουμε 30) - Β και Γ’(Χ) - α και άρα δεν υ- 
πάρχει οἰζα στο Ἐ της Ε΄(Χ) - 8, επομένως η Ε στερείται ακ- 
ροτάτων. Είναι δε: 


πε(κ) - λα [κίαν 1] « Πηκ ήπίαν ὃ}- 


δω χνκω χλλῶ 
--ω αν α»0 φ 

(κω)α σσ και ΠΠπε(Χ) 5 (-ῶ)α - 
σα -Ὁ αν αςῦ χν-αω 


--ω αν α2Ώ 
““ 
δν χα αν α «0 


ϐ) Είναι 2/4) -Β και: Ε΄ (κ) - 2ακίβ. 0 ρίζες της Ρ’(Χ) -0 


εἶναι κ - --. Εξετάζουµε το πρόσηµο της Β΄ εκατέρωθεν 
ν 2α 

του. 
ς β 
Ε) λογια κ»- 

Εάν α»0, τότε ὰσ Αρατοτ(- ὃ}- 
ο Α τα 
ΜΕ) «ο για κς- 

: 

5 π]ητ, δηλαδή: αἴητ ς χοδ για ασ» και κ - μι 
᾿ β 
{1} 20 για κ«- 

Εάν α «0 τότε; { Ἐᾱ ρα το Εί- ᾖς }- 


Ε)(κ) «0 για ΧΣ- ρα 


: 
- πχέ, δηλαδήτπακτ «γαρ για α «Ό και κ -η 
στων αν α»0 
Επειδή Τπέ(κ) - (σημα) 1 Μηκὰ, τσ 
κννα αν τω, αν αςθ 


-ῳ,ανα-θ 
και όμοια πείς) -«ζ 
λος Ὃφ τῶν αν α «0 
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Το βρισκόµενο ακρύτατο σε κάθε περίπτωση α» 0 και α «9 εἰ- 
ναι απόλυτο. 

Υ) Είναι 35) -Ἑ και Ε (κ) - 4ακ3νοβκ. . 

Οι ρίζες της Ε΄(κ) - 0 εἶναι κι» ὃ, και κε,» -ἐγ- ᾗι ε- 


ἂν -Ίπευ. Εάν - γη «0 δεν υπάρχει άλλη ρίζα πραγματική εκ- 
τός της χ - Ώ. Επομένως έχουµε: 
1. Εάν α,βΕΕ᾽ µια µόνο ρίζα,ηκχ- 


0 
2. Εάν α,βΕΕ᾽ µια µόνο ρίζα, ηκ- 0 
8, Εὰν αβ«ὐ τρείς ρίζες οι κ: θκάικ- «γ- ῥ-. 


4. Εάν β - 0 µία µόνο ρίζα η κ - 0 (τριπλή). 
Νελετούμε τώρα το πρόσημο της Τ᾽ εκατέρωθεν των ριζών της 
γνα να καθορίσουμε το είδος ακρότατων. 
Αυτά συμπεραίνουμε απὀ τους παρακάτω πίνακες. 








υαωκτη 2 πο 
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πε (κ) « -α αν α»0 

κα ατα αν α «0 

Από τους πίνακες αυτούς συμπεραίνουμε: 

Ἡν Εάν α,βΕΒ᾽ υπάρχει ολικό ελάχιστο το Υ γιακ - 0. 
2. Εάν α,βΕΕ᾽ υπάρχει ολικό μέγιστο το Υ γιακ - 0. 


3, Εάν α»0,β «8 υπάρχουν τοπικἁ ακρότατα τα: 35 


Υ- Ἡς καὶ Υ τοπικ μέγιστο για αχ - 0 


Ὑπενθυμίζουμε ότι: 





κὀ ελάχιστο για κ 





: 
4, Εάν α «Ὁ και 820 υπάρχουν τοπικά ακρότατα τα: "αχρὃ το- 





πικὀ μέγιστο γιαχ - 4 
5.0. 

δι, Εάν β - 0 και α20 προφανώς υπάρχει ολικό ελάχιστο το Υ 
γνα κ- 0 και αν α«Ό ολικὀ μέγιστο το Υ για κ - Ὁ (Πίνακες 
1) (2). 


ο δ εως -αξ- . 
δ) Προφανάς 9 (5) -Κ-ί-}. Βτα) τρίτο και ε 


και Υ τοπικό ελάχιστο γιακ- 


ποµένως η { δεν έχει ακρότατα. 








2. Να βρεθοόν τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων: 
α) εκ) 5 (κ-2) κά Β) ε(κ) -ἆσυν -ὂ «3συν-- 
Υ) τα) - ο αν ἀ δ] 5) ε(κ) «ἂν µε κε [θρεῶ]νεΝ 


3 κχανκ»ί 
Απάντηση: α) Προφανώς 3/4) -ἩΒ. Ἡ παράγωγος είναι: 


πο πα ο ο ο. 
αν Ἐκ ὙἩκ 3λήχ 


ος ρίζες της 5΄(κ) : 8 είναι χ: ᾷ και το σηµείο κ- 0 ση- 








µείο ασυνέχειας της πρώτης παραγώγου {δεν υπάρχει η Γ΄ (κ) 
ηστε κρίαιµα σηµεία είναι τα: κ: Ὦ καικ- 8 


εΕκτάζουμε το πρόσηµο της {΄ εκατέρωθεν του σημείου κ - 5 


ἔχουμε: 6’{κ) 20 για κ» ἐ- και Ε{α) «ο για εκτ. 





Μετά απὀ αυτό στην θέση κ 





τος εδ} ΟΦ εκτ: 
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Αυ ετέρου για τη θέση χΧ Ξ Ὁ παρατηρούμε ότι για κα ςθ έχου- 
με Γ){ὰ) 20 καὶ για κ» θιαλλά κ «Ἡ- έχουμε Γ΄ (κ) «0 δηλα- 


δή στην θέση κ - Ὁ έχουµε ἑνα τοπικὀ μέγιστο. Το μέγιστο εἰ- 
γαι το {{0) - 0. 
Πρόφανώς η Ἡ εἶναι συνεχής Ψ χΕΧ και εἶναι αμέσως ψανερό 


ότι ΠΠπε(κ) - γω και Ππέ(κ) - -ω. 
κρλαν κλσσο 
Είναι εὐκολο να γίνει γραφική παράσταση αυτής. 


Β) Προφανώς 3{5) - Ἡ. Για την απλούστευση του λογισμού θέ- 
τουµε -ᾱ-- ὁ και παίρνουμε; σ(φ) - 2συνᾶφιᾶσυνζφ. 


Επειδἠ η 5 εἶναι περιοδικἠ µε περίοδο ὂπ θα την εξετάσουμε 

σ᾿ ένα διάστηµα µιας περιόδου [-π,π]. 
Για την συνάρτηση λοιπὸν σ µε α(φ) - 2συνᾶφιἄσυνζφ και 
Θ(σ) - [-π,π] έχουµε τα παρακάτω: 

α) Ἡ σ είναι παντού συνεχής στο 3/6). 

ΒΙ σί-π] 5 σίπ) - 1 

Βρίσκουµε την σ᾿ η οποία είναι: 

ο) (9) 5 -δπαδῳ-δημὲφ - «δημ 3μ- ουν -Ἡ- 


Ον ρίζες της σ’(φ) - 8 εἶναι µόνο οι ρίζες της πμ Ἅὅμ- «8, 


αφού στο ανοιχτό διάστηµα {-πιπὶ είναι πάντοτε συν ἒγ ο, 


Οι ρίζες της ἡμ 3 «9 στο ανοιχτὀ διάστηµο (-πιπ) είναι οι 
ο ο ο." 


({Αφού δν τμπ--φ τε και -π «Έτκπ γιαµς -ὂ,-τ, 


πα 4) 

Νετά απὀ τα παραπάνω και για να καθορίσουμε το πρόσηµο της 
ο εκατέρωθεν κἆθε µιας απὀ τις ρίζες της καταστρώνουµε τον 
παρακάτω πίνακα. 
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Από τον παραπάνω πίνακα έχουµε τα παρακάτω συμπεράσματα: 
Ἐν Για φ Ξ Εποζκπ/κε7 έχουµε τοπικά ελάχιατο το 1, δηλαδή 
για χ 5 Ί2κπαπ. 


2. Τια φ «5 3. εδκη/κΕΖ ἐχουμε τοπικ μέγιστο το ὅσυν ὃς 





. δηλαδή για κ - Ί2κπα τες 
8, τινα ϕ -ᾱ ὮἩ εὄκπ/κΕΖ ἐχουμε ολικὀ ελάχιστο το -δσυν ἕ- - 


«δε Σ11. (αφού -δουν Ἡ- «11, δηλαδή για κ» 1δκπε σ- 


4 Για φ - Όν2κπ/κεῖ έχουμε ολικό µέγιστο το 5, δηλαδή για 
χΞ 12κπ. 

Υ) Προφανώς 3{{) - Κ. Η παράγωγος της { είναι: 

α 4χαν χ«1 

δή ς Έσσεν κο 

καὶ η παράγωγος στη θέσῃ κ - Ἰ αποδεικνύεται ότι δεν υπάρ- 
χει γιατί: 





Ίνα ΦΟ) ΞΕΡΟ) «γπα «Εκ τες Ἠπξ(κν) τς 4 
κνι-ο ω ο αφι-ο 
ορ εκ) -ε(1) ο Μη οπως 
ενώ Ί1π ο ο 
χ»Ί90 ο) ακν]»ο χ.! κθ]κοἳἳ 


"ῃστε θα εξετάσουμε τώρα τι συμβαίνει στα κρἰσιµα σηµεία, 
δηλαδή εκείνα για τα οποία Ε΄ (χ) - 0 και εκείνα για τα οποία 
δεν υπάρχει η Ε΄. Αυτά εἶναι τα χ Ξ Όκαιχς 1. 

Παρατηρούμε ὁτι για 0 -«κ«1 εἰναι (κ) 20 και για κτθ 
είναι Ε’(Χ) «Ὁ και επομένως για κ 0 παρουσιάζει τοπικό ε- 
λάχιστο το {ί0) - 0. Για κ- Ί θα έχουµε ἑνα τοπικὀ µέγισ- 
το, γιατί για 0 εκ! είναι Γ’(κ) 20 και για κΣ1 είναι 
Γ) (κ) «0. Το μέγιστο είναι το (1) - 2. 


καν γοκκν-Ί 
δ) χουμε 346) -{Όνιω}. Επειδή { (κ) - αν . 


κ 
ᾱ 
«δα», οι ρίζες της Ε΄(Χ) - 0 είναικ - 








κν. Επειδή (κ) 30 για χΧ»ν και Τ(Χ) «Όγια 0«κεν, ἐ- 
πεται ότι υπάρχει ελάχιστο για χ 5 ν και είναι το ε(ν) - 


αντι 
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3. Ἠρείτο το ακρόίατα «ων παρακάτω συναρτήσεων: 


α) εκ) ὃκ -Ίθκ ναΑκ-14 5) ἐκ) -κΊηκ 
Β) ε) τ (α- ε) (κ) - κ. 
ντο οκ στ) {(κ) -κχ' 


Απάνισητ ο) Ότωφς 244) Ξ Ἑ και συνεχἠς ν χεΒ. 

Ἡ πορόχυγος ο ἵνον. Τ ΕΧ} τς δκ”-δχνάΒ. Οι ρίζες της Ε΄ (χ]- 
50 εὔναντ κ τ ὃ και κ. 5 4. Ἡ δεύτερη παράγωγος είναι: 
το) τήδε Επειδή ΓΡ (2) 5 1218, η συνάρτηση στην θέ- 
η κ. ἆ ποροισιάζει μέγιστο, το οποίο είναι; Μ(2) Ξ 26. 
ειδἠ ΕΤ (4) - 1220, η συνάρτηση στην θέση κ Ξ 4 παρου- 
στα, το οποίο εὔγαι: Ε{4) «18. 

ΕΣ ων Ιλ σσ [ανείστοιχο), έπεται ότι τα 








. 






ακρότατη τέναι τοπικά, 
Β) [ρουμο Ὁ{ϱ) 5 Ἡ ται πυνεχής  κΕΕ. 


1 παράνωγαι, εἶναι Εκ} Τ-Ώ ὃν Ρίζες της Ε΄ (Χ) - ὃ μὀὸ- 
νο η ας 1, 


Η δεύνετη παράγωγος εἶναι: Γ’' (1) 5 42(κ-1)Ἱ, για την οποία 
είναι ὁ ςΤ) τ 9 και επομένως θα εφαρμόσουμε την πρώτη µέθο- 
δυ. 


Επειδή όμως για ΧΣ1 είναι Ε’(Χ) 20 και γιαχ ς{ εἶναι και 
πολι Γ{4} 0, έπεται, ότι η Ἔ δεν ἔχει ακρότατα. 


Στο ἴδιο συμπέρασμα φθάνουµε αν πάρουμε τις παραγώγους 


µέχρι και της ΕΙ) και βρίσκουμε ότι έ(κ) -ε «9 και επει- 
δή ο 7 είναι περιττός, η Τ στερείται ακροτάτων, 
ὧν είχαμε την κ) 5 [κ-1), τότε Ε΄ (κ) 5 Δ(χ-τ) ο (κ) - 





Γκ Ε Τεστ 24 Γκ) και τἱ))(κ) ς 24 και είναι: 
ΕΕ κε) Σε ΕΙ τος ενώ εἶ η ς 2 κο. 


Επειδή εδώ εἶναι Ε." {1} - 24 20 έχουμε στην θέση κ - 1 το- 








πικὸ ελάχιστο το οποίο εἶναι το Ε{1} - 0, 

γ) Για να ορίζεται η συνάρτηση πρέπει: 38) - Εξ. 0 τύπος 
και ως εξής: ε{κ) - ο τὰ 

Η πρώτη παράγωγος εἴναιι Ε"(α) - ον κ Ίρκ)" - 


5 κἨθνΊρακ], Οἱ ρίζες αυτής εἴναι οι ρίζες της Ίν Ίηχ « 0 
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1 
πηχ «ο χ- {ρ- 
Η. δεύτερη παράγωγος είναι: 5’ (Χ) - (Χ) (1 Ἱηκ )ηκλ(1ν Ἱηκ 2 


5 κ 1ν Ίπκ ) εκ πο 





' 
"Ἔκουμε: Ε’ (-ἳ-) - οἱ ---}Σ 20 και επομένως στην θέση κ - 
1 
Ξ 





η Ε παρουσιάζει τοπικὀ ελάχιστο, το οποίο είναι: 


1 
ον ης 


5) Προφανώς 5(5) -Εὶ καν συνεχής ν κε αγ). 


Ἠ πρώτη παράγωγος είναι: Ε (κ) - Ἱε]πα 
οι ρίζες της εἶναι: χ κ. 
Β δεύτερη παράγωγος είναι: ΓΡ" (κ) Ξ ἆ και επειδή Τ΄ 





ἁ 





.920, έπεται, ότι η {στην θέση κ -ᾖ- 


κό ελάχιστο το οποίο εἶναι το ἔ[ ή} « ---, 


παρουσιάζει τοπι- 


ε) Προφανώς 38) -Β" και συνεχής ν κεΒΆ. 


Ἡ πρώτη παράγωγος είναι; Ε΄[κ) -«ἰ-1ρὰ- και οι ρίζες της 
είναι κ «9. 


Ἡ δεύτερη παράγωγος εἶναι: Ε΄’ (α) 





(αν τηχ } χλ σεχ) α-Ἱπν ) 
χ 





ο 2 Ἰηκ -ᾱ 








εδ τε ὁ έπεται ὁτι Ἡ Ἡ οτην θέση κ 5 8 παρου- 
σιάζει τοπικό μέγιστο το οποίο είναι: Ε[6) -- 


Επειδή {’’ (ε) - 


στ) χουμε 38) - και συνεχής Υ κεΒ. 

Ἡ πρώτη παράγωγος είναι Ε΄ (κ) - 6χ” µε ρίζα την κ - 9. 

Ν δεύτερη παράγωγος είναι: Ε'' (κ) -30χ και επειδή Ε’ (0): 
«9 εφαρμόζουμε την πρώτη μέθοδο. Είναι Ε΄ (κ) 20 για κ 20 
και ΕΤ (Χχ) «0 γιακ « Ὁ και επομένως στην θέση χ Ξ Ό η ἔπα- 
ρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το οποίο εἶναι το Μ(9) - 0. 

Ά και ὡς εξής: "Εχουμε 5’ (κ) - 4ὐχ, εἰ Τὸ) ς 1203, 
εδω τς 3δοκε, εδ) ς Τ2οκ, Ες) ς 720 20, άρα η 
στην θέση κ - 0 παρουσιάζει τοπικὀ ελάχιστο το {(0). - 0. 
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4. Ποιό απ᾿ὅλα τα ορθογώνια σταθεράς περιµέτρου Ζα,έχει το 
μεγαλύτερο εμβαδόν: 


Απάντηση: Εάν χι} οι διαστάσεις του ζητούμενου ορθογώννου, 
θα έχουµε: 2κ42Υ - ἔα --- Χ.γ - α. Και επίσης αγ -Ε. 
Έχουμε Ε 5 χία-χ). Για την συνάρτηση Ε µε Ε(Χ) 5Ξ χία-κ) 
ἔχουμε .2{Ε) Ξ (0,α). ζητάμε το μέγιστο Ε. 

Επειδή Ε᾽(Χ) 5 α-ξχ, οι ρίζες της Ε’(κ) 50 είναι: κ-2. 


Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ε’' (κ) - -ᾱς0 και επομένως και 


Ες 2} - τἒςθ και η συνάρτηση Ε στην θέση κ -Ἡ παρου- 


σιάζει μέγιστο προφανώς απὀλυτο. Το μέγιστο Ε είναι το 
2 
Ε(}-}(α- ὁ )» Ἡ και αντιστοιχεί στις διαστάσεις 


κ.Υ-7» δηλαδή το τετράγωνο πλευράς -ὂ-. 


Ίη ΜΕΘΟΔΟΣ (ακροτάτων) 


Για να βρούμε τα σηµεία του πεδίου ορισμού µιας συνάρτη- 
σης Τ(χ] τα οποία εἶναι θέσεις ακροτάτων εργαζόµαστε υς 
εξής: ' 
1}. Βρέσκουμε τις πραγματικές ρέζες της εξίσωσης Τ’(κ) - 0 
11} Αν η εξίσωση Ε΄’ {κ) - 0 έχει µιγαδικές ρίζες ἡ είναι 
{΄(κ) 0 ἡ Ε (κ) «0 ν κΕΦίΕ) τότε η { δεν έχει ακρότατα 
|. 11) Αν ρ µια ρίζα της της Ε΄ (κ) Ξ 0 τότε εξετάζουμε το 
πρόσημο της {΄(Χ) προ και µετό την ϱ. 
Τότε α) Αν Εκ) 28 για χ«ρ και Ρ)(χ) «ὉΌγιαχ2ρη Γέἑ- 
χει μέγιστο (παχ) στη θέση χ - ϱρ και εἶναι ο αριθµός Μ(0) 
Β) Αν Γ΄ (κ) «ὓ για χ«ρ και Γ΄ (κ) 20 για χκ2ρηΓἐἑ- 
χει ελάχιστο (πίπ) στη θέση χ Ξ ϱ και είναι ο αριθµός 
τρ). 
γ) Αν Π Γ)(Χ) δεν αλλάζει πρὀσηµο προ και µετά την 
ρίζα ρ τὀτε η { δεν έχει ακρότατο στη θέση κ: ρ. 
Ἐν} Βρίσκουμε τα σηµεία ξ του 3(4) στα οποία η {{ δεν 
ἔχει παράγωγο τότε αν προ και µετά αυτών των οηµείων η 
ΕΤ (κ) αλλάζει πρόσηµο η Τ(Χ) έχει ακρότστο στη θέση χ 5ξ 
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και εἶναι το {(Σ). 


Επίσης αν θέλουμε να αποδείξουµε ανισότητες της µορφής 
(κ) Ἐκ {1} τότε θεωραύµε µια κατάλληλη συνάρτηση Ε(ὰ) 
της οποίας προσδιορίζουµε τα ακρότατα τότε αν στη θέση 
κ» ξΕΞ(2) π Τίκ) έχει ακρὀτατο μέγιστο ἡ ελάχιστο τότε 
θα ισχύει αντίστοιχα {(Χ) ΣΗ{Σ) - κ. Δηλαδή η ανισότητα 
11ν 


Για να έχουµε Και µια εποπτική αντιμετώπιση και ουγχρό- 
νως µια επαλήθευση των παραπάνω καταστρύνουµε ἑνα πίνακα 
στον οποίο σημειώνουμε και τα διαστήµατα µονοτονίας της 
Τα θέµατα που ακολουθούν θα κάνουν ποιὀ κατανοητά τα πα- 
ραπάγω. 


ΛΥΗΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


θέµα Ί. Να βρείτε τα ακρὀτατα της συνάρτησης { µε 
Έα) -ε χο” -ἲ και συµπεράνετε ότι ν ΧΕἩ ιοχύει {(κ) 50 


Λόση: Η Ε είναι συνεχής Και παραγωγίσιµη Υ κΕΒ και είναι 
Εἰκ) - ο”-ε»-κε" - -χκεδ, 

0ι ρίζες της πρώτης παραγώγου είναι ηκ- 0. 

µε χΧ20 έχουμε Γ΄ (Χ) «0 και µε κ ε0 έχουμε Ε᾽ (κ) 50, 
Επομένως στη θέση 





-α 0 κα 
κ.Ξθ η 1 έχει ακ- . κ», τος 
ρύτατο και μάλιστα θεος 
μέγιστο το {(0) -0 : 
Καταστρώνουµε και τον τ{ τομ 
πίνακα μεταβολών της μα ο) 


Έπου εἶναι ’ στα ἰ 
(χα ,0] και ἁ στο [0,ιῶ ). Απὸ τον πίνακα και απὀ το ότι η 
Έ στη θέση κ - Ὁ έχει μέγιστο συμπεραίνουμε ότι Υ κΕΒ ισ- 
χύει Εκ) ςε(0) --- εὖ-χε"-ίςο. 


θέμα 2. Να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων 


1ηκ 
Ε 





Ε {με (κ) τ-ᾗ- χὶ-κλίχενς νὸ {µε (κ) - 
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4410 Έ µε Ε(κ) «κ» ελκε-κ-2 ΥΏ µε ε(κ) «να 
111} 8 µε Εκ) - κ'ο. 
δει χε Ίνχκε(-ω 2] 


ἴνλ τι µε το) το  Υ τ µε Τα) "Ελθκε (2 νῶ) 


Λύση: Τ) Η ΤΠ είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο και είναι 
αλ) τα) -ἂκ ετεκ - κκ εόκκ2) - κκ) (κτ2). 

Οι ρίζες της πρώτης παραγώγου εἶναι κ:θ,κ”- τα 
που εἶναι και ον | -ᾱ 
πιθανές θέσεις ο - 
ακροτάτων. 
Καταστρώνουµε νο ἡ 
τον πίνακαµε- ο ' 
ταβολών της { 











στον οποίο σημειώνουμε και τα διαστήµατα µονοτονίας της. 


Επειδή στις θέσεις κ - -2 και χ 5 0 η παράγωγος εἶναι προ 
θετική και µετά αρνητικά η { ἔχει μέγιστο τοπικό το {-2)5 
37 και Γ[0) - 5 και στη θέση χ Σ -Ί η ἔ έχει ελάχιστο το- 

1 


πικὀ το {(-1) - Από τον πίνακα μεταβολών της { συµπε- 
ραίνουµε ότι Ν ΧΕΕ ισχύει εκ) «τ(-2) - 7. 


13} Η Τ εἶναι συνεχής και παραγωνίσιµη στο Β µε 
ς ο 2ο Τ ο 2-7 
ΕΤ) 5 Αχενάκ-{ και ρίζες της χι τσ π- νκε τα που 


είναι και οι πιθανές θέσεις ακροτάτων της {. 





Επειδή δε είναι {’(Χ)20 8 κεί-ω. στ] υ [αλ εναν 


καὶ ϱ(α) «0 κε [λατ τμ), η {ἔχει οἳη θέση 
κτ 2 7 τοπικό μέγιστο το Εί 217) καν στη βέση κ - 
«2 7 τοπικό ελάχιστο το εί ὃν} 


431) Ἡ Ε εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη ψ χΧΕΒ και είναι 


εἨ(ά) ς εκδ” Ἡ «ἐχλα α΄ ς 2κ1”” (2-κε) 


Οι ρίζες της πρώτης παραγώγου είναι Χι 5 Ό,χκς 5 εδ, 
κ. 5 -Εξ που εἶναι οι πιθανὲς θέσεις ακροτάτων της {. 
Το σηµείο της πρύτης παραγώγου προ και µετά των ριζὀν είναι 
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{ (κ) ον κε(-ω,-ήζ), Ε’ (κ) «0 Υ κε(-ήξ,Ὀ), Ε΄ (κ) 0 
νκε(Ο,/2) και Ε (κ) «0 χε(νδ,νω). 
ο χταω -.α ο γξ . 

ε) 
στ] 





7 Ἶε ! . 
: 


Επομένως όπως φαίνεται απὀ τον πίνακα μεταβολών της { έχου- 
µε στις θέσεις κι --/ἆ και χ2 " ἡΣ τοπικὀ μέγιστο το 
(12) - (τή) - ες καν στη θέση κ. Ξ 0 τοπικό ελάχιστο το 
1(0) -ο, 





Σηµείωση: Από τον πίνακα συμπεραίνουμε ὃτι ο αριθµός ἂν 


Είναι η µεγαλύτερη τιµή της Γ δηλαδή ισχύει {(κ) ςΕ(2/Ξ) - 
4 


Ίν) Η τ έχει πεδία ορισμού το (0,1) Ν(1,ῶ }) και είναι συ- 
γεχἠς και παραγωγίσιµη στο (0,1) ὐ(1,τω }) είναι δε 


κ κ κε εἰς επ τι κ.) 


πα μα ππαμε κ πα 3 
ποσο Υκε(θ,1) ὐ {ήν ) επομένως η Ε δεν έχει ακ- 
Ρότατα. 


ν) ΝΕ έχει πεδίο ορισμού το (0,«ῶ ) στο οποίο είναι συνε- 
χής και παραγωγίσιµη. 
ᾱ- ασ Ίηκος, Γττπα 


Είναι δε (κ) 5 σε ον 


Πιθανές θέσεις ακροτάτων ε[ναι οι ρίζες της πρώτης παρα- 
γώγου που εἶναι η κε. 
Επειδή δε εἶναι Ε΄ (κ) 50 Ν κεί(θνε] και Ε (κ) «8 


Υ κείειω) η β ἔχει στη θέση » » ο ολικὀ μέγιστο το Ε(ε) - 


1 
Ὠ 


ντ) Ἡ Ε έχει πεδίο ορισμού το Ἡ στο οποίο εἶναι συνεχής εἰ- 
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πμ ον ο μη 
γαι δε Ε’(κ) (κ) πχ να τν 
"Δρα η Ε δεν έχει παράγωγο στη θέση κ” 0, 
Ἐπομένως η θέση κ - 0 είναι πιθανή θέση ακρότατου. Επειδή 
δε µεχ»ο -- Ε(χ) 20 και µεκ«εῦ - ΓΕ (κ) «0. 
Η Εἱστη θέση κ - 0 έχει τοπικὀ ελάχιστο τον αριθµό Μ(0)-0 
Προφανώς ισχύει ν χΕΒ Είκ) Σ{(9) - ο. 
Υ 11) Ἡ ϱ έχει πεδίο ορισμού το (-ω ,2] ὐ(2,νω } Ξ Ἡ ατο α- 
ποίο εἶναι συνεχἠς και δεν είναι παραγωγίσιµη στη θέση κ- 


αρα κ.» 1-17 
52. Πράγματι είναι Ε’ (2) 5 Ἠα ο ααοο. - 
ἷ κ ο 
- τής ΔΑΣΗ κ ντα ΑΔ -Ε (112). 16 και 
κο κ-θ 
εἰ τ Ἠα «Εκ ΑΣΕ ντα 
κ-θ 


8Χ, κείτω ,2) 
| 


Επίσης είναι 5΄() ἕνα χε2 νο] 


Ρίζες της πρώτης παραγώγου είναι ηχΞ 0. 
Επομένως πιθανές θέσεις ακροτάτων της Τ είναι οι κι - 2, 
κ. 5 0. Επειδή δε είναι Υ χεΕ(-ω 0) Γ’(Χ) «0 και ΥχΕ(0,2) 
Γ.(κ) 20 ῃ Τ έχει στη θέση χι 5 0 τοπικό ελάχιστο το {Εί0)- 
Ξ Ί. ακόµη, επειδή Υ χε(2,τῶ ) είναι Ε΄ (κ) «0 η Ε στη θέ- 
ση Χ: - Ὁ έχει τοπυκὁ μέγιστο το Γ(2) - ἹΤόπως φαίνεται 
στον παρακάτω πίνακα. 

2 


ἥπο ρε 


θέμα 4. Να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων 


-α 





ϱ [επ εδ] µε (κ) - 2ημ’Χ-Ζημκη 
11) ἐν ΕΕ µε Γ(κ) -- συνζχεζημκ 


.) τε Ε µε Ε(κ) - ημὲχ-κ 





να 


Λύση: 1) Η 8 είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο [- Σ 4, 
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και εἶναι Ε(Χ) - Φημακσυνκ-Ζσυνκ - 2συνκ(ξημκ-1). 


Εἰναι δο ϱ{κ) -9--- [συνκ- ὃν ηχο | 


-κ-κδνκεα]. 


“Δρα οι πιθανές θέσεις ακροτότων είναι οι κι» ---, λε - 
ως ος .-... , 

5 τν Χνσσε Επειδή δε κ χε[-., -] εἶναι 5'(χ) κο και 
ἐκ ε[ας,-] είναι ϱ’(κ) 20 η {έχει στις θέσεις κι» --- 


και κ Ξ-Ζ- τοπικὀ μέγιστο και είναι αντίστοιχα το Τί- -- 





και στη θέση 
ασἩι 
κε 5 Ἑ- τοπικό 


ελάχιστο το 








απο τσ 


0 διπλανό πίνακας δείχνει τις µεταβολές της { στο 





και τις αντίστοιχες θέσεις ακροτάτων. 


11} Ντ; είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ἔω, είναι δε και 
περιοδική µε περίοδο το 2π, επομένως θα βρούμε τις θέσεις 
ακροτάτων στο διάστηµα [0,5π]. 

Είναι {’ (κ) - -θημᾶκεδσυνκ - 2συνκ(1-2ημκ). 

Η παράγωγος έχει ρίζες τις Ρίζες του συνκ « 0 και ημκ »3- 
που βρίσκονται στο διάστηµα [0,2π]. Δηλαδή: 

π Ξ αΤὲ 

δε στ (οκε]π- δν κετ]. 


κ κ ὃν ὉΚ : . ὃπ 
εκ Ὁ έχουμε κ-σριτ ιδ κοι µεκ”τ τα] έχουεχκ τσ 


π 
{κς κπεσδον κ: ὄκπε 


"Αρα οι πιθανές θέσεις ακροτάτων είναι οι κι 5 ἆ-. όν --ᾱ- 















τ | -. Ἡ 3 

η ν ο νο ο 
ωδ. ες λα κας 
Ἀπό τον παραπάνω πίνακα συμπεραίνουμε ότι η ἔ στις θέσεις 


κε τἜτν χω  ὁ παρουσιόξει τοπικό μέγιστο και είναι 





π 3 ξ .π 
{ες τσ και τετ) ᾱ- και στις θέσεις χι 3 και 

5 3μ. παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και είναι εί.) -{ 
και τί } Ξ -ᾱ αντίστοιχα 


111) Ἡ Έ εἶναι συνεχής και παραγωγἰσιµη στο [- 5: , 3-] µε πα- 


ράγωγο Ρ’(Χ) - 2συνῶκ-]. Ἡ πρώτη παράγωγος έχει ρίζες τις 
ρίζες της εξίσωσης 9ουνῖκ-! «0 ---συνὲκ -ᾷ -συνα - 


--- 2κ- Ίκπε πι κε --- κ κά δν κε 





ος κπὲ 


Πρέπει δε χ ε[- 5 κσικεζ 


σος ον ή 
ο... εκατ, κεῖ-οκ το 
4π 


π ᾱ 
β) Αν -ὃ 6 κπ-Ἡ 


κεζΖ”-οκ- 0. 
΄Αρα πιθανές θἐσεις ακροτάτων στο διάστηµα [- 7,2] είναι 


οι αν. τν κε Ξξ : Και επειδή ν κε [- σ,--ξ- ] είναι 


π 


{ π 
68 


ΕΤ} 10 -- τή στο [-δι-ς]ν ν κε[- 1 είναι {’(ὰ) 
0 -- τη στο [-ςν ς]και κεί, 2: είναι τ’(Χ) 5ο 


-Εεστο [δι ὃ ο. 


Επομένως η { έχει στη θέση Χ; : -ῥ τοπικό ελάχιστο το 


ὃ 
ες ο ττ ᾶ κ και στη θέση Χ « Ἡ τοπικό μέγιστο 


κ 


το δ) «εξ. 
0 διπλανός πίνακας σε. 
δείχνει τις µεταβο- πο ο 
λές της { και τα 
διαστήματα µονοτο- 
νίας της. 


{ 





θέµα 4. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Γκ) - κ’ α]ηπχκ-βχ.4. 
Κα βρεθούν τα πραγματικά α»β έτσι ώστε η Γ να έχει ακρό- 
τατα στις θέσεις χι - Ί κανα; "2. 


Λύση: Για να εἶναι τα σηµεία χ: -Ί και χς - 2 θέσεις ακρο- 
πάτων της Ἠ πρέπει να είναι ρίζες της εξίσωσης Τ΄(κ) Ξ 0 
και να µην είναι ρίζες της Γ΄ {(Χ) 50, Η Τ είναι συνεχής 


και παραγωγίσιµη στο Ε3 µε 5’ (1) Ξ 2χ9 ἆ -β. 
: ΕΞ οΛλΜ(2) -ο α-βεξ- 0 
Άρα πρέπει: ΛΑ --  α-ξββ 0 
κ ο 2-α 0,10 
β Ξ4 
-- 
β-6 


θέµα 5. Στην διάθλαση του Φωτός, για να µεταβεί το Φως από 
κάποιο σηµείο Α ενός οπτικού µέσου (0ι) σὲνα σηµείο Β 
ενός άλλου οπτικού µέσου (0:) ακολουθεί πορεία του ελάχι- 
στου δυνατού χρόνου- 


Απόδειξη: ᾿Εστω ότι η ταχύτητα του φωτός στο µέσο (01) εί- 
ναι νι και στο µέσο (01) είναι ν». Εάν (ε) Ἡ διαχωριστική 
επιφάνεια των δύο µέσων, ζητάμε να βρούμε για ποιά θέση του 
σημείου 0 επἰ της ἡ 
(Ε) ο χρόνος διαδ- 
ροµής του φωτός α- 
πὀ Α σε Β εἶναι ε- 
λόχιστος. 

Ἔστω (Γ0) -κ και 
(ΓΔ) - Δι οπότε 


Α (οι) 
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οπότε (04) - λ-κ. 
Εάν (ΑΓ) - α και (ΒΔ) - Β, ο Χρόνος ἓ της διαδροµής απὀ Α 


σε 8 θα είναι: τε» (λ0) (ΡΟ), στοκ, ΒΕΟΤΛΕΚΣ είν) 
αντ ώς σι νε 


Και παρατηρούμε ότι ο χρόνος ἳ Είναι συνάρτηση της µεταβ- 
λητής κ, δηλαδή  - Ε(κ). Η παράγωγος είναι: 


Ἡ α ος 
Ε ο) τΎν τεστ ν, Τιζλ κ]: 


Και για να έχουµε ελάχιστο πρέπει Ε΄ (κ) - 8, δηλαδή: 


« λ-ὰ 
νο γα στνς να γρτελ-τ] 


δηλαδή: νε {15} τ νν 1ῇ5)- -- νεηµπ « νιημδ -- πμ τν. τε. 


θέµα 6. Δίνεται η συνάρτηση Ε: ΕΕ µε {(Χ) -|κ-κ[ε|κ-λ” 
και κ«λ, κ,λΕΧ. 
Να βρεθούν οι τιμές του κ για τις οποίες η { έχει ακρὀτα- 
τα. 


κ λ 
Λώση: Η Ε γράφεται µε πολλαπλό τύπο --ω-- 
(κκ) (κ -λ)ὸ, κελ 
ε(κ) 5 (α-κ) (αλ), κκχςλ 


πίκ-κ) ὅ-(χ-λ) 1, χ«κ 
΄Ἔχει δε παράγωγο συνάρτηση την 

3(κ-κ) ε(κ-λ)2, κελ 
εἰ) τἩ δίκ-κ)2-3(κ-λ}, κεκ«λ 

-θ(κ-κ)1-2(κ-λ) ον κεκ 


η οποία γίνεται μηδὲν για κ - 2 (πιθανή θέση ακβοτάτου) 





Επειδἠ δε αν κ « ἨΣ' εἶναι Ε΄(Χ) «Ὁ και αν κ» Χ2Δ εἶναι 
{Γκ} 20 η 3 έχει ελάχιστο στη Βέση κ - ἄλὰ και εἶναι 
ΠΕ ΣΣΑ1, 


θέµα 7. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(χ) 5 κ:-ᾱ. Η εφαπτομένη 
στο σηµείο κ - ς {ς 20) του διαγράμματος της τέμνει τον 
άξονα χ᾿κ στο Α και τον Υ΄Υ στο Β. Δείξετε: 
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1) Το εμβαδό του τριγώνου Ε(ΦΑΒ) -ῃ- (39ε"): 
13) Για ποιές τιµές του 5 το Ε(ΟΑΒ) γίνεται ελάχιστο. 
1 


Λῆση: 1) Πρέπει να βρούμε τις 
συντεταγμένες των Α Και Β που 
θα είναι οι πραγματικές λύσεις 
του συστήµατος µε εξισώσεις 
την Υ - Ό και την εξίσωση (ε) 
της εφαπτοµένης στο σηµείο µε 
τετµηµένη Χ Ξ ο του διαγράµµα- 
τος της της χ- 0 και της 
{Ε) όπως φαίνεται στο διπλανὀ σχήµα. 
Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (ε,ς3-2) του διαγράµ- 
µατος της Τ εἶναι: Υ-{(ο) 5 Ε΄ (ο) (χ-ε]) (1) και επειδἠ 

Ε’ (9) - 2ο και Ε(ε) » ε”-3 η (1) γίνεται γ-ς".ᾷ - 2ε(χ-ε]) 
(2) ὰ 

ρα για τα σηµεία Α και 8 έχουµε Αί 52 ,ϱ) ,δ(0, -3-ο2) 


«πο 3οξ 
τοτε 





και το εμβαδόν είναι: Ε(0ΔΒ) -«ὪΛΙΙΟΒΙ 


επ (9εεξ): µονάδες τετραγωνικές. 


11) Ονοµάζουμε Ε(6) το εµβαδὀ. Η μικρότερη τιµή της συνάρ- 
τησης Εί6) αν υπάρχει θα είναι στις θέσεις ο - ἔ όπου ξ ρί- 
ζα της πρώτης παραγώγου της {ί56). 

Είναι Ε’{ϱ) -χὸς (ο) εξεῖ-3) - αὲτ (6-1) (αν1){α5 98) και 
Μ'(ϱ) -ὂ - ε- 41, 

Ακόμη εἶναι Νε (0,11, Ε'(6) «0 --- Ε(6)ὴ και ν οΕ/[1,ω), 
Εἰ{6) 10 -- 84, 


ρα η Τ{ε) στη θέση ε - Ί έχει τοπικό ελάχιστο το {1} - 
54 τετρ. µονάδες. 


ον ν .- 
θέµα δ. Δείξετε ότι νὶ ΕΝ είναι (ημκ)7 «(συνκ)2 3213 
0. 
ον ν 
Λύση: θεωρούμε την συνάρτηση {5 µε (κ) - (αμκ) κ(συνχ)2 
ΝΤ είναι περιοδική µε ελάχιστη θετικἠ περίοδο την -δ-. 
Ἀρκεί επομένως να βρούμε τις πιθανές θέσεις ακροτάτων της 
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Έ στο [0, 2) και για την απόδειξη της (1) πρέπει σε κάποια 
νι 
Εέση κ ξη {να έχει ολικό ελάχιστο το {{5) «2/3 


Βρίσκουµε την παράγωγο της Ε και είναι: 
αὖ-α ν ”-α 
στ (κ) - 2 (ημχ] συνχ-2” (συνα)” "σπμκ - 





Ξ 2ὐημκουνκ[(ημκ)2 "ὁ-(συνκ)” 2}. (1) 


Ρίζες της (2) στο [0, ] εἶναι εκείνες για τις οποίες 


ο ο. 


Ἀπό τον πίνακα βλέπουμε 
ότι Ε᾽(Χ] αλλάζει πρὀση- 


μο στη θέση Χ; -Ἡ και 


5 





είναι Ε΄ αλκονχε[ο, 
και (1292 νκε[α. 


.. 





ολικὀ ελάχιστο το Τἱ 


ν ὃς ας ἳ 
κΕΒ εἶναι Ε{χ) 3 Ἡ } «ο (ημκ) 2 ε(ουνκ): 5 α) 2 


ο) 
4 

-ι 
ν 


΄Λρα 


θέμα 9. Δίνεται η συνάρτηση Ε µε Ε(κ) - αἲπᾖᾷ -(αικ)Ίπβος 


α,βικεΒΣ µε β-α. Δείξετε ότι: 


εδ ολθος στο 
Λύση: Η Γ εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο {Ώ,νῶ } και εί- 
μη εξ λεισς ο θε η» 
ναι Εκ} τα (-ᾷ-)'ίανκι στ ο) 
8 βοκ 
ωα αι κία-κ) 
ὰ κηκ κίχεκ) 


Ρίζα µοναδικἡ της πρύτης παραγώγου είναι ηχ- α. 

"Άρα πιθανή θέση ακροτάτου της { εἶναι ηκ-α, 

Επειδή δε } χε {0,α) είναι 5 (9) Ξὓ -- Εξ και α κΕίανω} 
Είναι Ε (κ) το -- ΕΙ που σηµαίνει ότι ῃ Ε στη Βέση χ-σἑ- 


χει μέγιστο (ολικό) και είναι το τία) - Ἱπςᾖ ) πι βὲς ο" 
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Επομένως Υνὶ χΕίο,ναω) ισχύει Τ(Χ) 5{(α) (1). 

“Αρα η (1) θα ισχύει και για κ 5 Β οπότε έχουμε 

Μ(β) 5 Μία) -» αἰπ]-(ανκ) 1η] 5 Ε(α) --- έ{α) Σθ-- 

κ ππίατε τα εό 


--πίᾱ ον 


τΊς εκ) 80 --- Ἱπί ολ 


τς αν ο ς αἲξ γαθν.ς ος τό. 


δε βεκ 
θέμα 10. ν ΧΕΚ δείξετε: ἀχ "αχ χ-2χ.2120 (1 
Ἀάση: Νε χ - 0 εἶναι φανερή, αρκεί επομένως να αποδειχτεί 
(1) µεκ ἁ ὓ. θέτουµε Εκ) - ἀκ"εκά κκ-θκ)εΊ και αρκεί να 
δείξουµε {(κ) 20 Υ χΕΕ-(0}. Ν Ε γράφεται: 
εί) ς Ακ" 2χλοκ εκε! - Αχ" -2χδε(κὴ Φ '.. 
και αν θέσουµε α(κ) - τα καὶ φία) ταν}: 


τότε επειδἠ φ(κ) 30 Υ ΧΕἨ αρκεί να δείξουµε ότι το ακρότα- 
το της Ε είναι θετικό. 
Είναι: Ε (κ) - 16χ3-θχξ - 2χ:(8χ-3) µε µοναδική ρίζα την 


«σι. ρα στη θέση α -ᾖᾷ- Ἡ Τ πιθανώς να έχει ακρότατα. 
Επειδή δεν χεί-ω., ᾖ-] είναι ϱ΄(κ) 50 καὶ ν κεί νο) 


είναι ϱ΄(κ) Σ0 που σηµαίνει ότι η 3 έχει στη θέση ὰ τ ᾷρτο- 
πικό ως το 4( ᾖ-). Είναι επομένως αρκετό να δείξουμε 
ότι οί ᾖ-) 20. 


πο ο πε ο ο. 
δ ἔ Ἑλ τς Ξ 8 


εδ τας ᾷ ο τες 119 {- καὶ πρέπει: πι ο -. 


ο αοοῖ νο) ..Ά 2 -ὃ- 11 «3 «-- 2.3) «4.8Ί που εἶναι προ- 


ον 
8 
φανὲς. Επομένως η (1) ισχύει Υ ΧΕΕ 
θέµα 11. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(κ) »χ--αχ, χΕΕΣ , 
αξ(0,!}. Δείξετ ότι: 
1) Ε(α) εΊ-α 
13) Ἂν αἲβ - Ίναρβεξ, είναι γ΄ «αχβν ΥΧ/ΥΕΒ: 
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Λύση: 1) Γνα την απόδειξη της (1) είναι αρκετό νᾳ δείξουμε 
ότι η { έχει μέγιστο και είναι το |-α. 

Β.Π εἶναι συνεχής Και παραγωγίσιµη στο Β3 και είναι 

ΤΟ τ αχ" ἐα ς αχ) 1-1}, μηδενίζεται δε µόνο για κ ς 1. 
Και επειδή µε ὁ «κ 51 είναι Ε΄ (κ) Ξ0 και µε {1 «κ εἶναι 
{πο η 7 στη θέση κ - 1 έχει τοπικό μέγιστο το {1} - 
5 Ίτα και εποµένως ν ΧΕΧ3 ισχύει Τ(κ} 5{{1) --- (1). 


11} Ν για απόδειξη γράφεται λόγω της αἲβ - 1, χ.γ ὃς 


«αχ. (1-6)Υ ---- {-) Ύ «ακηγ-αν --- ( ή) ὸ καί ᾖ- )1-αὖ-- 
--( 4) -αί-ῦ-} 51 -α που είναι προφανής γιατί είναι η (1) 


μες ἐφει, 


θέµα 12. Υ ΧΕΒ, εσχύει: Ὑκ-2α 5 ᾖ-. 


λύση: θεωρούμε την συνάρτηση Ἡ µε ία) - χἆ-λκ και αρκεί να 
δείξουµε ότι το μέγιστο της Ε είναι ο αριθµός -ᾱ-. 

: 
ση 


και έχει ρίζες τις ρίζες της εξίσωσης {΄(Χ) -0--- 





Είναι ϱ) (κ) τ Γκέτο - 2 γκεκ. 


ΥΣ το 1 «(Ρο οκ 


Ἂρα πιθανή θέση ακροτάτου είναι η κ» {ς 


Επειδή δε ν χε (0, χε. ] είναι 5’ (ὰ) 50 και νκε (πια) 


είναι Μ΄ (κ) «0 η Τ οτη θέση κ - Ἡς έχει ολικό μέγιστο τον 
1 


αριθμό εεπς) ν ο. ἡ-κ- ς 
ρα η για απὀδειξῃ ανισότητα ἰσχύει ν ΧΞΒ,. 





Βέμα, 13. Λίνεται η συνάρτηση 6: [0,1] -Ἐ µε (κ) - 
5 Ίπαλατ ΤσΧΕ)ν Δείξετε ότι 0 «ε(κ) «1. 


Λύση: Ἡ οχέση Μ(Χ) 20 είναι προφανής, Αρκεί να δείξουμε τη 
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5(2 ς Ἡγι Και αρκεί να δείξουµε ότι το ακρότατο (Πακ) εἰ- 


ναι το Ἡ «Έχουμε τ΄ (κ) 5 δλδ (αντ κ) Τσκες ----δλ. 
2ΥΤ τα: ντα: 











πξκ 5 κ2- } µε ρίζες 





κο κα κι» Ἔι 
"ρα πιθανές θέσεις ακροτάτων της Ε είναι οι κι -ϱ και 


χε τι Επειδὴ όμως Ν κ[ο, “εἶναι {){κ) 29 και 


ν κε[οᾶ. η Είναι Ε΄ (Χ) «9 η { στη θέση χ ας έχει ολι- 





κ τκτη-/Τσκη) «1. 


Ζη ΜΕΘΟΔΟΣ (ακροτάτων) 


Τα ακρότατα µιας συνάρτησης ἔ καὶ τη λύση ανισοτήτων 
της µορφής Εκ) κ (1). μπορούμε να πετύχουμε κάνοντας χρή- 
ση και της δεύτερης παραγώγου της Τ. 

Για το λόγο αυτό ακολουθούμε την παρακάτω διαδικασία. 
Ἠ) Βρίσκουμε τις ρίζες (πραγματικές) της πρώτης παραγώγου 
11) Βρίσκουµε την δεύτερη παράγωγο ΓΕ” της τ. 

111) Αγ ξ κάποια ρίζα της πρώτης παραγώγου Γ΄ της Γ τότε 
αν Γ"{ξ) 0 και Τ' συνεχής στο ξ τότε ισχύουν: 

α) Αν Ε” (Σ)20 η { έχει στη θέση χ - ξ ελάχιστο το {ίΣ) 
Β) Αν ο" (ξ] «0 η Τ έχει στη θέση κ - ξ μέγιστο το ΕΣ) 
ν) Αν ΕΙ (ΣΕ) - 0 τότε η Τ µπορεί να έχει ἡ ὀχι ακρότατο 
στη θέση κ - ξ. 


Τότε βρίσκουμε την πρώτη µη μηδενιζόµενη παράγωγο ανή- 
τερης τάξης στη θέση κ -Ξ ἕ και αν αυτή είναι περιττής τά- 
ξης δεν υπάρχει ακρότατο, αν είναι ἁρτιας τάξης υπάρχει 
ακρύτατο στη θέση κ - ξ. Δηλαδή ισχύει: 


Ε(Νὸ(Σ) «0 καὶ ν - 20/ϱΕΝ η { έχει μέγιστο οτη θέση κεξ 
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το {(5). 
ΕΜ32(Ξ] 20 και ν - 20/ΡΕΝ η 1 έχει ελάχιστο στη θέση κ.ξ 
Ετο Ε(5). 

κα) . 0 και ν -2ρ.Ί/ΡΕΝ η Ε δεν έχει ακρότατο στην 
| θέση χ- 
| 





Για την λύση ανισοτήτων της µορφής {(κ) ὂκ ερναζόµαστε 
όπως στην Ίη µέβοδο (ακροτάτων)., 
| Η μέθοδος αναπτύσσεται µε παραδείγματα. 


ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ. 


θέµα 1. Δίνεται η αυνάρτηση {: [-1.1] νἩ µε Ε(κ).- χ/Τσκὲ 
Κα βρεθούν τα ακρότατα της Γ και απά αυτά συµπεράνετε την 
αλήθεια της ανισότητας: 
1 χα ς ἲ- 
τσ κ/Τγκ 5 
Λύση: Βρίσκουµε την πρώτη παράγωγο της Ε και τις οίζες της 
καὶ τις αντικαθιστούμε στην δεύτερη παράγωγο 

















Εἰναις Ε)() ε -ᾱ ΣΕλ το κκ 
μας ας 
ο ο ο ---- 
3 Επ σκλ)Ίτκὰ 
το -ἲ- -θ) 
-. Ξ τὰ «ϱ που σηµαίγει ότι η { έχει στη θέση 
σσ 
εξ 1 
κ... τοπικό μέγιστο τον αριθµό Εί «4 καὶ µε 
; 
κκ αξον ας 3} τς 4 «0 πουν σηµαίψει ότι η 5 έχει στη 
θέση κ - -"ξ- τοπικὸ ελάχιστο τον αριθµό Ε[- αι ---ᾱ 
Προφανώς τα ακρὀτατα αυτά είναι και ολικά δηλαδή ισχύει 
Εκεί ας ἳ ο κεαα κε Έλις - Σεκιῖ-αε .ὰ 


θέμα 2. Δίνεται η συνάρτηση {µε Μ(κ) - αημκ« ἆ πµᾶκ. 


κα βρεθεί ο αΕΒ έτσι ώστε στη θέση κ --Ἡ να έχει η { ακ- 
ρότατο. 
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Λύση: Για να έχει η Ε στη θέση κ- τ ακρότατο πρέπει και 


αρκεί τε (στ) Όκαι ϱςπ.} «0. Αλλά είναι Ε΄ (ὰ) - 


5 ασυνχεσυνὸχ και Τ'΄ (χ) 


-σημκ-4ημᾶκ. "Αρα πρέπει να τσ- 
χύουν: {ασυν -Ἱ-νσυνα Ξ 0 ΑΛ απμ ας. «8ηµπ ὁ 0)---- 
3 3 


σε κ ολ Ἔακθνκα- 


µεα- δη Επ} «0 και ἕ”[-π.) - «0 επομένως η ϐ 
Ξ 


έχει τοπικό μέγιστο τον αριθµό Ε 


θέμα 3. Να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων 
Ώ τ µε (αχ) 5 συνκ-1 ὃη - 





11) ο µε τί) 5 (α-λ)ν 


λύση:1}Η0Γ είναι ουγεχής Υ κΕΕ και παραγωγίσιµη, Είναι δε 


2- µε µια προφανή ρίζα την κ - 0. 


Νε) - συνκε!-κ και επειδή Ε’ [0) - 0 βρίσκουμε την πρὠ- 
τη µη μηδενιζόμενη παράγωγο της Ε στη θέση κ - 0. 

Η Εἰικ) - ημκ-τ -- ΕΙ) - το. 

Επειδή η παράγωγος που δεν μηδενίζεται εἶναι περιττής τάξης 
η Ε δεν έχει ακρότατα. 


Ε)(κ) - -ημλεκ- 


13) Ἴομοια βρίσκουμε την πρώτη παράγωγο που εἶναι Γ΄ (κ) - 

Ξ6(κ-3) µε ρίζα την κ - 3. Είναι Ε (κ) 5 δ0(κ-5) -ν 
σσ (9) Ξ0 

Επ) 5 12ο(κ-ᾱ)) -- τ’(8) τα 

ο 


(9. 





720(1-5ί -- ἐπωαι 


(1 τς 720 µε εἰ 4) ο. 

Επειδή η παράγωγος που δεν μηδενίζεται εἶναι άρτιας τάξης 
Π { έχει ακρότατο ατη θέση κ - 3 και επειδή (53) 50 το 
ακρότατο αυτό είναι τοπικό ελάκιστο και είναι το {(3) -0 


0 και 


(5) 





"Αρα η Ε έχει ολικό ελάχιστο στη θέση κ 3 και είναι 
(5) 50 
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θέμα 4. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης { µε τα) - 
5 πμχὰ στο διάστηµα [- 7, }]. 
Λύση: Η { είναι συνεχής και παραγωγίσιµη µε πρώτη παράγωγο 


ουγεχή στο [- 3, Ἡ.] 


σ] και είναι {΄(Χ) - 2χουνχὲ και Ε”' (χ]- 
5 2συνκῇ-ἠκζημχ”. Είναι δε {’(χ) Ξ 0 - (κ - 0 ἡ συνκΣ-0) 


σποτ ὃ ἡ κ. - Έκπε δι κεζ) -- (κ οήκ- 





Οι πιθανές θέσεις ακροτάτων της { είναι οι χι Ξ 6, χε - 


καρτ γι Ῥάζουμε στην δεύτερη παράγωγο τις ρί- 





ζες της πρώτης παραγώγου και έχουμε: 
Ε) (0) Ξ 220 επομένως στη θέση χι - ϐ η 4 έχει ελάχισ- 
το τον αριθµό (0) - 0. 





ΠΕΟΥΣ) 2συν -Ὁ- -ᾱ ᾷ πμ. - -ὂπ«θ, επομένως στη 
θέση κ - π} ἔχει μέγιστο τον αριθµό ϱ(«γΣ.) - 
Ξημσ 1. 


ΠΠ ΕΩΣ} τ 2αυν }--ᾱ Ἡ ημ  - -ὂπςθ, επομένως στην 





ΓΠ 4 έχει και άλλο μέγιστο τον αριθµό ΥΣ) - 


θέµα 5. Εάν Χινκο.. 
δ ζατκι) Σε (κ-κο]τ 


κ. ΕΧ βρείτε το ελάχεστο της {Ε(Χ) - 


οπίκτκ τν 





Λύση: Ἡ πρώτη παράγωγος είναι: 
ει 5 (καν) νξ{κτκο)ηνννεξκτκς) 


4 
ἂν 





Β εξίσωση Γ΄ (ὰ) - 0 έχει μοναδική ρίζα την κ - 7111: 


Επειδή η Ε’ (1) 5 ὂν 50 Υ κΕΧ, έπεται ότι η 6 στην θέση 
ο. 


π γ 


α παρουσιάζει ελάχιστο, προφανώς απόλυτο. 
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θέµα 6. Δίνεται η συνάρτηση {: Η-(0Υ 9Η µε Ε(Χχ) -κίέαχ, 
αξΕ: . Κα προσδιορίσετε τον α έτσι ώστε η { να έχει ακ- 
ρότάτο το ὁ- για κ 0. 
Λάση: Είναι Ε΄ (κ) - 2χε"Χ-ακεα οὰ (1) και 


τς) πε ὍΧ(α.κ1-4αχιδ) (2). 
Ρίζες της εξίσωσης (1) είναι οι ρίζες της Έχε "χ-αχλε ὰ -0 


--- χε" λ(2-αχ) «0 --- κ -ᾱ- επειδή κ / 0. 


Η πιθανή θέση ακροτάτου είναι η χΣ -ᾱ- και η (2) για αυτή 
την τιµή του κ γίνεται: 


ΕΤΕ Σ} τε τα" ὁν -δα ἆ «2) ς -2ε"2 «9 που σηµαίνει ὁτι 


η 4 χει μέγιστο στη θέση χ - ᾱ το Εί)-ὁτ εξ (5) 





Ἀλλά απὀ την υπόθεση πρέπει -ὃτ ο 7 -ᾖρ--- αἲ - /-να - 1 
γνατί α»0Ό. Επομένως µε α - Ί η {3 έχει ακρότατο µε χα {Ότο 
4. 

κ. 


θέμα 7. Κα βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης {: Εὴ 9 µε 
τία)} τ αΡβΗΥ«κ-4Υ«βΥΧ, α.β.ΥΕ ΒΣ . Σε συνέχεια δείξετε ὁ- 

τι αἲβ»Υ«δ:ΞΊ6βΥ 2 α.β»Υ«474βΥδ Υ α,β,γ,δεκ" 

Λύση: Βρίσκουµε την πρώτη παράγωγο της Ἐ που είναι: 


1 
ετοῦ τ 1-4ΥαβΥ 
βν τας 


Είναι Ε᾽ (1) τ 0 --- Ἠχὸ τς ἵνα ὅαβΥ (1) 
Η δεύτερη παράγωγος της Γ είναι: 

πῶς «Ίαδγι- ᾧ οκ τον κε; (2) 

8 (2) λόγω της (1) γίνεται 


ϱἩ (β) -Ὑαβνίῇ ) 0 


1 5 
γΟαβν): 
Επομένως η ἔ έχει τοπικό ελάχιστο στη θέση κ» ὕαβν και εἰ- 
ναι Ε(ἔαβγ). ΄Άρα ισχύει ὕκΕΒΣ ή) ε{(ΥάβΥ) --- 
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αἲβΕΥ«Χ-ΔΥάβΥΧ » αἲβΗΥ:7αβΥ-4ΥαβΥΥαΡΥ --- 
ανβΑγ«χ-4ΥάβΥΧ » α”.βεΥ«Γαβγ-Αὔα Αγ" --- 


αἲβΑΨΑΧ-4ΥαβΥκ » α»β3Υ-3Ύαβν ν ον 

οπότε µε κ - ὅ παίρνουμε: αἲβ»γδ.1374ΒΥ 2 α.βεΥ-4ΥαβΥδ. 

θέµα 8, Δίνεται η συνάρτηση 6: Β “Ά µε Εκ) " κπολσ-ς, 
αΕΚ". Δείξετε: 
1) κε κε (ες 

43) Για ποιά τιµή του α ισχύει η μέγιστη τιµή της { Υίνε- 
ται ελάχιστη. 


Λύση: 1) Βρίσκουµε την πρώτη και δεύτερη παράγωγο της Γ και 
αντικαβιστούµε στα δύο µέλη της (1). 
41) Βρίσκουµε το ακρὀτατο της Ε. Είναι 


ο ο ο ο 


ναδική ρίζα την χ- α. 
"Βρίσκουμε και την δεύτερη παράγωγο της Μ. Είναι 





(κ) τσ εολςς -οτ αε τι) 5 ο) ἐν ασ τίκ) ᾽ 


τι) [αι] τας ] και γιακ τα γίνεται 5’ (ο) - 


τ τα ε(α) «Ὁ που σηµαίνει ὅτι η Ε έχει στη θέση κ -α τὸ- 


πικό μέγιστο το Ε(α) - απο - ο η. 


θεωρούμε τώρα την συνάρτηση {ί 1) 
της οποίας βρίσκουµε τα ακρότατα, 
Εέναι ΕΕ) - Ε(9)(Ίπες2) µε ρίζα την Ιπὲ - -2]πε-» 
--ηε-Ίπθ 


εν με {νο (1) 





Φέεςο 
Βρίσκουµε Και την δεύτερη παράγωγο και έχουμε 





μπα ης ομςἲ ο 
(ο ξε (αλ πο 2)ετι) -τ- 5 (0 (1πεν2) "πι τυ Ξ 


5 ες) [1πες2] ὃν α- 1 
Αν στην Ε (8) θάλουµε την ρίζα ἓ - α΄ της πρώτης παραγύ- 


γου ἔχουμε: {Το {) -Ε(ο) στο: 6εΕ(ο”)50 


Επομένως η συνάρτηση (1) έχει ο λάκνασρ τοπικό γιαξσεο 





και είναι το Εί9 “] 5 (ο) 5 Ξ 
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Λρα αν α -ἓ - εξ θα ισχύει το (11). 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


4. Νε την Ίη ἡ την Ζη Μέβοδο να βρείτε τα ακρότατα των συ- 
ναρτήσεων: 


Ε µε ε(α) τ ἀττ Ίν] {µε τίκ) - θκ1-θ 
11) {µε τί) Ξ χε ο ν) [µε εκ) - Δημκουνκεβημᾶκσυνὂχ 
11) {µε εκ)» κε” νυν) µε ε(κ) - (κ-2)νκε 


2. "Όμοια να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων 


Ε) Έψε εν) τ ΙκΙο τ1] ν) µε ε(κ) - εἲ -ι 


Πε µε εκ) 5 Χ-Ἱπ(1ακεΙ νὮ) Ε µε Εκ) 5 Τηκήχ 


α 


π1τ) µε εκ) 5 (11) 1ο να) τ µε ΤΚ) 5 ημᾶκ-ἄσυνχ 


ἂν) τε µε τα) 
1πα) {µε Γ(χ) 


κκ) (κ-δ)ὸ 
Ζημκ»συνὲκ 


3, Δίνεται η συνάρτηση Ε: [ῦ, 5 158 µε εκ) - 


- πᾶχ[ημκ,συνκ). 
1) Να βρεθεί η παράγωγος της { 
11} Να βρεθούν τα ακρότατα της Β. 


4. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης Γ µε Γ(ὰ) - 
5 (1-κ) αχ µεκείθ,!). 


Ππέκ-κ2, κε [-1,2] 
Δίνεται η συνάρτηση 8 µε Ε(κ) {1 
κ 


ον 


εκτος κε (2,4] 
Να βρεθούν τα ακρὀτατό της. 


δ. Εάν α:3β 50 να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης { µε 


5 Β, 
Ε{ὰ} τ αηµχε τῆς - 


Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) 5 |κτδίν εκ-τ{ 
1) Να βρεθούν τα ακρότατα της. 
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ΠΠ} Συµπεράνετε ὁτι Μ(κ) ε-ᾱ- Υ κεκ(). 


111} Αν καν γκο ΕΦ(Ε), χι Σ2 και Χ.1χ Ξ  δείξετε ότι 
τίκν) - είκ)ν 


8. Ἡ συνάρτηση {µε {(ὰ) -(λ- ᾗ--κ)(4τὸκ 1) µελ 0 έχει 


ἑνα µόνο μέγιστο και ἑνα µόνο ελάχιστο. Σε συνέχεια δεί- 


Έετε ότι παχ{-μίη ---- (1. Τ)3, 


1 


- 1 
Ἀίνεται Ἡ συνάρτηση { µε {{Κ) - χλναχν επ... 


Να προσδιορίσετε τον πραγµατικό α ύστε η Γ να-:ἐχει ακρό- 


τατο στη θέση χ - .φ . 


Σε συνέχεια να σχηµατίσετε τον πίνακα μεταβολών της {. 


18. Να. προσδιορίσετε το πολυώνυµο Ε(κ) - κ» «βχΣ2γχ4δ τέτοιο 
ώστε {(0) - 0 και το οποίο έχει τοπικά ακρότατα στις θέ- 


Σε συνέχεια να σχηµατίσετε τον πίνακα μεταβολών της Τ. 


11. Να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων 


ο τ 
10) 8 
μ.. 
ντ 
ντ 
... 


με 


με 
με 


με 


με 


με 


Εκ) Ες 1 µε κεμ" 


Εκ) τ αμ) δν κα ζεν ο] 
{κ} 5 (αχ) /-χΣοζακεᾶα µε αεκς και -α «κ «3αᾳ 
τκ) 5 ἹΤπ(ήχε 





ο ημκ 
ΠΚ) Τεεφα 
Εκ) τ κημί 1η) ακ) 


13. Ποιός απὀ τους κυλίνδρους που εἶναι εγγεγραμμένοι σε ο0- 
ρθό κώνο έχει τον µεγαλύτερο άγκα, 


13. Ποιός απ τους κυλίνδρους που είναι εγγεγραμμένοι σε 


14. 


15. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
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σφαίρα ακτίνας Β έχει τον μεγαλύτερο όγκο. 


Ποιό τραπέζιο εγγεγραμμένο σε ημικύκλιο µε µεγάλη βάση 
την διάµετρο ΑΒ Ξ 24 έχει το µεγαλύτερο εµβαδὀ. 


Σε γνωστό κώνο να εγγραφεί άλλος ορθός κώνος µε κορυφή 
το κέντρο της βάσης του αρχικού που να έχει τον µεγαλύ- 
τερο ὀγκο. 


λκ 
Να βρεθούν τα ακρότατα της 5 µε έ(κ) - ἵτης , λα 0,5! 
γτα τις διάφορες τιµές του λ, 


Δίνεται η συνάρτηση { µε ε(κ) - ΑΗ ΣΙ 
24/43 2ενς3. 


Δείξετε ύτι ν ΧΕΝ είναι: ορ κεί) ς ΣΣ 
ΥΧΕΒ, ισχύει κ) -27κε -δ4 

Υ κΕΕ ισχύει πμχημᾶκ ς πνπ 

Ν ΧΕΧ εἶναι συνχσυν2χ «1 


Υ κΕ(0, 1) είναι; 1) Ίηχ «ολ ς 








1) είκν σδ ὸ «της 1.) 


ει ία κ 
ΥχΕΕ, ισχύει ὄΊωκ- τς 1! 


κ κε 
ΥΧΕΕΣ είναι ΥΤαλ-]- ὃν ο 


Υ κι ΥΕΑ ισχύει κ]ηχκδὴ  Ἱ-χγσ0 


πμ" χησυν’ κ Σχ ΝκεΕ. 


ρα τς 4 


ὐ Ξ ο, 2-α 
κΕἈ και αςἩ ισχύει ὁ «ές 5 -Ἡ-(α)-ατ!) 
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27. Δείξετε τις αγισότητες 
το 


43} κ. νᾶκε2κθχ]ηκ-θχᾶ 0, χΕε(0,νῶ ) 
Τ11) χ)-κδνχε-κα120Νν κε. 


28. Δίνεται το πολυώνυµο Τ(κ) 5 χ'-α.κνα"β, αΕΕ,ΒΕΕΣ µε 
πραγματικές ρίζες και διαφορετικἐς μεταξύ τους. 


Δείξετε ότι πο ο. 50, 


29. Δίνεται η συνάρτηση 5: Β7 «Β µε {(κ) τὸ 
Δείξετε ότι εἲ οκ”. 
80. Να βρεθούν τα ακρύτατα των συναρτήσεων 
Ὦ {µε σα) τ (κ-2)|κ] 
9 ε µε εκ) - ὂκ-[2κ] 
1) Ε µε ε(κ) - Ικ-δ]ηε[κ-α]ν 


ἡν) µε Εκ) 


ο σδς 
Το [κ] 


31. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης ἔ µε Εκ) - 
5 οὖε” -2συνχ. 


32. Δίνεται π συνάρτηση Ε: [θ,α] Εκ µε ΙΕ” (κ)! ἐκ 
ν κε[θ,α]. Αν το σηµείο ΣΕ [θια] είναι θέση ακροτάτου 
δείξετε ότι ΙΕ΄ (0) 19 [Ε΄ (α) | σακ. 


5.22. Κοίλα ἄνω και κάτω µιας συνάρτησης 


Θευραύμε µια συνάρτηση Έ ορισμένη σένα διάστηµα Α και ἑ- 
να σηµείο ξ εσωτερικό του Α. 

Ὑποθέτουμε ακόµπ, ότι υπάρχει η πρώτη παρόγωγος Γ’(Ξ) και 
η δεύτερη παράγωγος {'’ (Σ) στην θέση κ - ξΕΔ, Γνωρίζουμε α- 
κόμη, ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης του διαγράµµατος Γ της 
Ε, στο σηµείο [Σ,Ε(Ε):, είναι: Υ-τ(5) - Ε/(ξ)(κ-ξ). 


0ρισµός 1. Μια συνάρτηση { θα λέμε ότι εἶναι κοίλη άνω στο 
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διάστηµα Α, όταν και µόνο όταν, η εφαπτομένη του διαγράµµα- 
τος αυτής σε τυχαίο σηµείο αυτοά [ξ,Μ(Ε)], βρίσκεται κάτω 


από αυτό µε ΣΕΛ. φ 


Στην περίπτωση 
αυτή λέμε επίσης 
ότι η συνάρτηση 
{στρέφει τα κοί- 
λα προς τα άνω στο 
Δ. ΄Ετσι αν 
ΝΔ [πχνη2] και 
ΞΕΔ, τότε η οξί- 
σωση της εφαπτοµέ- 
νης του διαγράµµα- 
τος (Γ) στο σηµείο 
ΜΙΕ,Ε(Ξ}1 θα είναι: 
ντε) '(Ε(κ-ε) 
"Εστω τώρα τυχαίο σηµείο κΕΔ, Η τεταγµένη του Ρ επἰ του 
(Γ) θα εἶναι Ε(κ) και η τεταγµένη του Π επί της εφαπτόµενης 
θα είναι Υ. Επειδή όµως η 8 είναι κοίλη άνω θα έχουμε: 
Εκ) ύ --- εκ) 5 ΕΕ) νε (ξ)(κ-ξ) --- Εκ) ΕΣ) ο εδ ία-ξ) 
ψ κελ-(ξ). 
Και γενικώτερα, αν Χι,κ» δύο τυχαία στοιχεία του Α µε 
κά ἆ Χεν θα ισχύει: η 8 κοίλη άνω στο Δ.»- 
-- Είκά)-Εκε} Ε) (κα) (χο-χο) Ν ΧνικςΕΔ µε χι χε. 





Δρισµός 2. Μια συνάρτηση { Βα λέμε ότι είναι κοίλη κάτω στο 

Διάστημα Δ, ὅταν και µόνο όταν, Π εφαπτομένη του διαγράµµα- 

τος αυτής, στο τυχαίο σηµείο αυτού [ξ,{(ξ)᾽ µε Σ6Δ, βρία- 

κεται πάνω από αυτὸ. ὐ : 
Στην περίπτωση 

αυτή λέμε επίσης 

ότι η συνάρτηση 

{ στρέφει τα κοί- 

λα προς τα κάτω 

στο 4. 

Εργαζόμενοι τώρα 
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όπως και προηγουμένως, για ἑνα σηµείο ξ ἃ βρίσκουμε, αφού 
η Ἐ είναι κοίλη κάτω ότι θα ισχύει: 

ο ο μα 
και γενικώτερα αν Χι,κ2ΕΔ με Χι 6 κε θα ισχύει: 
η Ἐ κοίληκάτω στο Δ-νβ(κ1) (κε) «Ε (χε) (κι-κ)  ΧινκοΕΔ 
μεικι χο. 


Πρόταση Ί. Εάν για την συνάρτηση { υπάρχει η Γ΄ και είναι 
πεπερασμένη } χεία,β) Ξ Δ, τότε: 

α) Εάν Γ΄’ (κ) 20 Ν χΕΔ, τύτεη Γ εἶναι κοίλη πάνω στο Α 

Β) Εάν Ε΄ (κ) «0 ν χεΔ. τότε η Γ εἶναι κοίλη κάτω στο Δ. 


Απόδειξη: α) Ας θεωρήσουμε δύο τιµές του Χ απὀ το (α,β). 
Εστω τις Χ1νΧὰ µε Χι «χα επειδή υπάρχει η δεύτερη παράγυ- 
γος της { Ν ΧΕία,β), τότε θα υπάρχει και Υ κε [κι,κ2]. 

Επειδή η Ἔ στο διάστηµα [κι,χε] πληροί τις υποθέσεις του 
Βεωρήματος της µέσης τιµή, έπεται ότι θα υπάρχει ξΕίΧ., 
χε] ἐτοι ὥστε να ισχύει: Ε(χν) Είχα) ς Ε΄ (ξ)έχν-χε) µε 


ΣΕΙΧ.νὰ)). 
θεωρουϊα ἵωρα ιν συνάρτηση πρώτης παραγώγου της Γ, δηλα- 
δή την Τε η. πο ονο διάστηµα [κι,ξ] πληροί τις υποθέσεις 


του θεωρήματος της µέσης τιµής και επομένως υπάρχει 
ΕΕ (Χχανξ) ἐτοι ώστε: Ε'(Ε) Ελ (κι) 5 τει) (ε-κ1)--- 
πι ) τν Εκδ  ξι) (ἔτκα), 
Τότε όμως η προηγούµενη σχέση γέγεται: 
Εκνῤτείκκ) τε (κκ) (κατα) ο εξ) (ξτκα) (χι -κ1)--- 
πο Εαν) Εκ) Ἡ (κα) (χαχα) 5 εἰ (ξνλ(ξι-κι)(χε-κα) 
Αλλά Τα) 20 ν χεία,β), επομένως και {Γ΄ (Ε1) 20 αφού 
ΕιΕ (χι, ξ) ο (α,β) και επί πλέον χο ΣΧχι και ξ2χ1, οπότε: 
τέκο) Είχαν) ε Γκκ)(κα-χα) 20 Ἡ Χε,χοΕία,β) µε Χι «χα. 
Αυτό όµως σηµαίνει ότι η {στρέφει τα κοίλα πάνω στο (αιβ) 


Β) "Όμοια αποδεικνύεται και ότι αν Ε’' (κ) «ὐ Ν χε(α,β),τό- 
τε η Ε στρέφει τα κοῖλα κἀτω στο (α,β). 


ΠΑΡΛΔΕΙΓΗΛΤΑ 
1. Εξετάσετε τις παρακάτω συναρτήσεις σε ποιά διαστήµατα εί- 
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ναι κοίλες άνω ἡ κάτω. 


α) (κ) -2κ2-4χε Ἠ) εκ} τ κε ᾱ- 

Β) (κ) 5 Ἱπκ 5) ε(κ) - οἳ 

Απάντηση:α) Προφανώς 34) -Β. Η πρώτη παράγωγος είναι: 
ΓΤΟ} 5 6κ:-Βκ και οι ρίζες της Γ΄(1) - 0 είναι: χι - 0, 
τν ας 

Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ε" (κ) - Ι2χ-θ Υ κε. 


Ρίζες της {”’ (κ) - 0 είναιςκ-ᾖ.. 


Σύμφωνα µε τα προηγούμενα η Ε θα εἶναι κυρτή Ν ΧΕΒ για το 
οποίο Ε΄’ (ὰ) 20, δηλαδἠ γιαχ »ᾖ καὶ {κοίλη για Υ κεΒ 
για το οποίο Ε΄’ (ὰ) «0, δηλαδή για κε ᾖ-. 

ϐ) Προφανώς 3(8) - Ε. "χουμε Ε΄ () τα. και Ε) (ὰ) - 


ὁ ταα  κεπὶ, Επειδή όµως Ε" (κ) «6 γκΕΠΣ, έπεται ότι 


ν ΧΕΒΙ η { εἶναι κοίλη. 
κλτ 1 


Υ) Προφανώς 3/8) -Β-{0}, Εχουμε Εκ) - ὃν Υκελ-(0) 
και Ε ) τς ἓγ νκε οί). 
Ἀρίσκουμε τώρα για ποιά χε 2Η) εἶναι Ε'' (κ) 0. -ἷν 0 


---Χ20. ρα η {είναι κυρτή ν χε(0,κα). 
Και επειδή Γ’ (κ) «0 Υ κεί-ω 0] ή 1Τ εἶναι κοίλη ἵχεί-ω., 
ϱ). 


δ) Προφανώς 3ἱ8) -Χ. χουμε Ε΄ (κ) Ξ οἳ και ϱ (1) -ε 
Υ κεἩ και επειδή Ν κΕΒ εἶναι {” (κ) 50, έπεται τι η { 
είναι κυρτή ΥχεΕ. 


2. Βρείτε για ποιές τιµές του ΛΕΒ η συνάρτηση Ε µε Εκ) - 
εκ λκλε ᾷ κάνα είναι κοίλη ἄνω ἕ κε. 


Απάντηση: Είναι 35) 5 και Εκ) 5 12χΣγ6λκεᾶ. Εάν τώ- 
ρα είναι Γ΄’ (κ) 20 ΥχΕΕ, τότε η 5 είναι κυρτὴ νΧΕΕ. 
Γνα να εἶναι όμως Ἰζκ”κθλκεᾶ»20 6 ΧΕΧ πρέπει και αρκεί 
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3θλ2 -144 «ὐ -- λὲ «4 --- -2«λ«2. 


Βασική παρατήρηση. Αν µια συνάρτηση { είναι συνεχής και ο- 
ρισµένη ο ἐνα- διάστηµα Δ - [α,β] τότε ισχήουν: 


Ώ Αν η 5 εἶναι κοίλη ἄνυ Υ α,βεὰ -ν Ες) ε ε 58} 


Ε. 
ΠΕ) Αν η ΤΕ εἶναι κοίλη κάτω Υ αιβεὰ ο 98) ς 
. 1.2] 


Τα παραπάνω ισχύουν Και για κάθε ν-άδα αριθμών που βρίσ- 
κονται στο Δ. Δηλαδή ισχύουν: 

σαν) Ε(αε)ε. 
ο. 





1} 5 κοίλη άνω στο 


ο ων Ἡ 
11} {κοίλη κάτω στο Α., ς ΧΑ 1. αν) 


αχληνων 
Ες Ἀλ λατ ἂν Σε ΚανΧανενεΧνΕΔ 


Με βάση την παρατήρηση αυτή μπορούμε να αποδείχνουµε ανισόὀ- 
τητες αρκεί να μπορέσουμε να επιλέξουμε την κατάλληλη συνά- 
ρτηση 8 που θα εἶναι συνεχἠς και ορισμένη στο Δ. 
ΆἈναφέρουμε ενδεικτικἀ μερικά παραδείγματα. 


Παράδειγμα 1. ΄Εστω Ε(Χ) - χ’/κΣ1΄και χ 20. Δείξετε ὅτι: 
α’.β”., , αὐβ | 
παν ο ηρ]: 


Απάντηση: Επειδή Γ΄ (α) ακχἉ Ἱ και Γκ) 5 κέκ-τ)κ η 2 θα 
είναι Γ’' (κ) 50, έπεται ότι η Τ εἶναι κοίλη άνω για ΚΙΣΊ 


και χΣ0, Ἐπομένως θὰ ισχύει: 
Εα)τ(6) ον ες 32Α } µε αιβΕΒι δηλαδή: 





ανβ κ 
πο νµεκὰ]. 


Παράδειγμα 2- ΄Εστω {{Χ) -ημα µε χε [θ,-δ-]. Δείξετε ότι: 
3ματημΒ ς ημ 30β 


Απάντηση: ΄Εχουμε: Ε’(Χ) » συνχ και Τ'’ (Χ) 5 -ημκΞξῦ 
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Υκε[ο, ᾱ-]. Επομένως η Γ(κ) - ημκ εἶναι κοίλη κάτω στο 
π 


[ο, 3-] και ἀρα: ο ο λες 32Ρ.} µε αιβ Ε{δ, ῇ-] κδηλα- 


β 


δ4 "να νημβ ς ἡµ αἲβ. 


Παράδειγμα 3. Εάν Ε(Χχ) - Ἱπχ µεκ20. Λείξετε ύτι: 
αμ. ν. 


Απάντηση: Είναι: Ε΄ (κ) 1 


) τ τπτσθ µεκ20 





κ 
Και επομένως η συγάρτηση (κ) - Ίπκ εἶναι κοίλη κάτω στο 
(ον). 

Επομένως Υὶ α,βΕΧΣ ισχύει ήἰ5) (8) ς ες β.].. 


ο πο ο ο 


Η σχέση γενικεύεται µε επαγωγή για τους αριθμούς α.,κα,...» 
κΕΣ, και γίνεται: 





5.23. Σηµεία καμπής συνάρτησης. 


Ορισµός. Ννα συνάρτηση { ορισμένη σ᾿ένα διάστηµα (α,β) θα 

λέμε ὅτι έχει σηµείο καµπής το σηµείο [ξ,ε(ξ)), µε ΕΕεία,β) 

του διαγράµµατος αυτής, όταν και µόνο όταν, αυτή είναι κοί- 

η κάτω, αντίστοιχα άνω, στο διάστηµα (α,ξ) και κοίλη άνω, 

αντίστοιχα κάτω, στο διάστηµα (19). 

4 ν 

ο χι ὓν 

ον) 





3 ο { 


τν τν - 
ερμηνεία για την περίπτωση αυτή είναι η εξής: 


Β γεωμετρική 
Ἡ. εφαπτομένη του διαγράµµατος της { στο σηµείο (Ε,Ε(Σ/} 
αυτού, διαπερνά το διάγραμμα της Ε, όπως στα παραπάνω σχἠ- 


ματα. 
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Για την ἐρεύνα των παραζάνω για µια συνάρτηση ἔ µας βοη- 
Βούν πολύ οι παρατηρήσεις. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 


1. Εάν η συνάρτηση Γ΄’ εἶναι συνεχής στο ξΕία,β], όπως συµ- 
βαΐνει αν υπάρχει η τρίτη παράγωγος της Τ στο Σ, τότε η Γ' 
επειδή είναι συνεχἠς, παραμένει θετική, αντίστοιχα αργητι- 
κή σε µια περιοχή π(ξ) Ε(α,β) του Σ. 


2. Εάν στην θέση κα - ξΕΛ είναι Ε΄ (ξ) - 0 ενώ ε’"(ξ) ο, 
τότε το αηµεία [Ε,Ε{Ε)] είναι σηµείο καμπής της Ε. 

Πράγματι αν ΓΡ" (Ε) 20, τότε η ΕΓ ανέρχεται στην θέση κ - 
5 Εξ, δηλαδή έχουμε: ϱ”' (α) «Τ’ (Ε) 5 0Νν κε(ξ-ειξ) 

και ΓΕ (1) 2 (Ε) ον χε(Ε,ξνε) 

Αυτό όµως σηµαίνει, ότι η { είναι κοίλη στο (Σ-ειξ) και 
κοίλη άνω στο (ξ,ξτε) που σηµαίνει ότι το σηµείο [ξ,{(Σ)] 
εἶναι σηµείο καμπής της 8, 

Μ]αυτὴν την εργασία βρίσκουμε, ὁτι το [ξ,Ε{Ε)] εἶναι επίἰ- 
σης σηµείο καμπής της Τ, όταν {’"(ξ) «0, 


3. Εάν δεν υπάρχει η παράγωγος Ε᾽' στην θέση κ - ΞΕΔ, εξε- 
τάζουµε το πρόσηµο της Τ᾽' στην περιοχἡ του σηµείου ξ. 

Και αν είναι Γ’' (κ) «ὐ ν χεί(ξ-ε,ξ) και ΓΕ’ (κ) 20 νκειΣ, 
τε), τότε προφανώς το [ξ,ΕίΣ)] εἶναι σηµείο καμπής της Μ. 

Ἴθμοια αν Γ’' (κ) 20 Υν κε(ξ-ε,ξ) και Ε΄’ {ὰ) «0 
ν χε (Εξ, ξνε) ἐχουμε σηµείο καμπής. 

Ἠετά απὀ τα παραπάνω, όταν η { είναι συνεχἠς και η {" 
εκατέρωθεν του ξ αλλάζει πρὀσηµο, τότε αναγκαστικἁ θα ἐχοι- 
μει ΕΕ) -ὂ, 

Ώστε αναγκαία συνθήκη, για να είναι το σηµείο [ξ,έ(ξ)] 
σηµείο καμπής, είναι ὅπως Γ΄’ (ΕΞ) -Ξ 0. Το αντίστροφο δεν α- 
ληθεύει, δηλαδἡ αν {Ε΄ (Ε) - 0 δεν αηµαΐνει αναγκαστικά, ὁ- 
τι το [ξ,Ε(Σ) ] εἶναι και σηµείο καμπής. 


Παράδειγμα. θεωρούμε την συνάρτηση Τ µε Τ(Χ) - κ’.Είναι το 
σηµείο αχ -Ό σηµείο καμπής: 
Απάντηση: Προφανώς 98) 





Ἐ. Έχουμε Ε΄ (κ) - Εχ" και 
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{11} 5 3Οχ" και προφανώς Γ”' (0) - 6. Αλλά το σηµείο (0,0) 
δεν εἰναι σηµείο καμπής της Ε αφού εκατέρωθεν τουκ - 0 
είναι Ε΄” (κ) 50 και συνεπώς στην περιοχή του µηδενός η ϱΕ 
είναι κοίλη ἀνω. 





ΠΛΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

1. Βρείτε τα σηµεία καμπής των παρακάτω συναρτήσεων: 
α) Είκ) - 2χ”-Ἀχ'κ3 Β) ε(α) 5 Ἱηκχ 

Υ) α(α) - ο Ἡ 5) τα) τπτ 


Ἀπάντηση: α) ᾿Ἔχουμε: 3ἱ0) ΞΧ. Η πρώτη παράγωγος είναι: 
Γ.(ὰ) 5 Ί0χ"-Ι2κ” Υ κε. Η δεύτερη παράγωγος είναι 
Ε΄) - 40χ3-36χ2. 0ν ρίζες της Ε’{ὰ) - Ὁ εἶναι οι κι” 0, 


΄ᾳστε πιθανά σηµεία Καµπής είναι τα κ” 0 και 


: Επειδή για χ - 0 έχουμε: 





(1) 






Ε΄(0) -ο, {16)-ο,τ'ίο)-ο,ς (0) - -Ί2ςῦ 

η {για κ - 0 παρουσιάζει μέγιστο. 

Για χ: ή ἔχουμε σηµείο καμπής, γιατί για κ 210. είναι 
π (1) 20 καν για ὃ «κ «τῷ εἶναι Ε” {α) το, Δηλαδή η ϱ” 


9 


εκατέρωθεν του Ίῃ (περιοχής του τῷ }) αλλάζει πρόσημο 


Εἰ. Η πρώτη παράγωγος είναι Ε΄ [α) τς 
και η δεύτερη Ε΄ (κ) - ν . Ρίζες της Ε᾽' (Χ) - 0 δεν υπά- 
ρχουν. ΄Αρα οὖτε σηµεία καμπής. 

γ) χουμε 548) - Κ. Η πρώτη παράγωγος εἶναι {’{κ) - 


Β) χουμε 9/5) 


5 «2473: και η δεύτερη Γ΄’ (Χ] - 203 (2χ1-1). 
Α ν 
Ρίζες της ε”" (κ) 0 εἶναι οι κι - ο και κος ὧν ε- 


πειδή τότε εκατέρωθεν του "2 , ὁσο και του - να Ε” αλ- 
λόζει πρόσηµον έπεται ὁτι σε κάθε µια απὀ τις θέσεις αυτές 
ἔχουμε και σηµείο καμπής. 

ϐ) ΄ἔχουμε 324) -Ἡ. Ν πρώτη παράγωγος εἶναι Ε΄ (κ) : 
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«ΠάΤὰτπε και Ἡ δεύτερη εἶναι: 


ση) τ άττμτ-« θι ρίζες της {” (κ) - 8 εἶναι οι 


τα κ. 
κα τν Χο 5 ὂν κο» τήν 
Επειδή η Ε’' αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν καθενός απὀ αυτά, ἐ- 
πεται ότι η Ἔ σε Κάθε µια θέση απὀ αυτές παρουσιάζει και ση- 
µείο καµπής. Τα σηµεία αυτά είναι τα: 


(9,0), (43, ο) καὶ (-ν, τα) 


2. Νίνεται η συνάρτηση Ες Β-Ε µε Ε(κ) - αχ’ Αχ) γκ"νδχνε 
Δείξετε ότι για να παρουαιάζει το διάγραμμά της σηµεία καµ: 
πής πρέπει 3β” 28αΥ, α,β»Υ ΕΕ. 


Λόση: Βρίσκουµε τη δεύτερη παράγωγο της Ε γιατί τα σηµεία 
καμπής βρίσκονται στις ρίζες της δεύτερης παραγώγου εφ᾽ όσο 
προ και µετά αυτών αλλάζει πρόσημο η δεύτερη παράγωγος. 
Είναι: Ε΄ (κ) - 4αχ»αΊβχεα2γχεδ και Ε (Χ) 5 Ταχ νδβκεξν 
και θα πρέπει η εξίσωση Μ΄’ (Χ) Ξ 0 να δώσει πραγματικές και 
διαφορετικές ρίζες. 

Συνθήκη γιαυτό είναι η διακρίνουσα της να είναι θετική. 
Δηλαδή 4 20 -- 9β2-24αΥ 20 -»4β2 28αγ. 
3. θεωρούμε την συνάρτηση { µε Μ(κ) -χἩ]-- Δείξετε ότι 
αυτή έχει τρία σηµεία καμπής συνευθειακά. 


χε 
Απάντηση: Ἡ πρώτη παράγωγος είναι: Ε΄(Χ) - οσα ο 


ψ ΧΕΒ. Ν δεύτερη παράγωγος είναι: Ε (Χ) - 2ης 





Οι ρίζες της Μ΄’ (Χ) Ξ 0 εἶναι κι 5 1, κ. 5 -2-νβ, 

κ» ς -2Μ/3. Καταστρώνουµε τον παρακάτω πίνακα: 

κ -ω. -ἷ- δε 1 .α 
τς ο. τν οὃ πα τε 
τς ως Ῥκοθιοκτ- Ἓτε--------ἷ----- 
Συµπερ. κοίλη Σ.Καµ. κυρτή -Σ.Καµ. κοίλη Σ.Καµ.Κυρτή 
"4στε υπάρχουν τρία σηµεία καμπής τα 

πο ο ο σα ο 
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Η εξίσωση της ευθείας της διερχοµένης απὀ τα Μι,Μ: είναι: 


πι 
α γι το) 
οσο πΈσ  ς Τ 1 
4 


που εύκολα επαληθεύεται ότι το σηµείο Με(1,1} βρίσκεται σ᾿ 
αυτήν. 


4. Λίνεται η συνάρτηση { µε {Ε(κ) -χηµίΊἸηκ) και 9(Ε) - 
Ξ (0,2). Βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η ἔ είναι κοίλη 
ἀνω ἡ κοίλη κάτω και τα σηµεία καµπής. 


Απάντηση: Εχουμε {᾽(Χ) 5 ημί ]ηχ }ησυνί ΙΧ) και ϱ α) 5 


--ᾱ [αυνί Τπκ)-ας Ἱπκ)] «πμ ᾱ-- τηκ). 


πα 
ΗΕ) (κ) Ξ 0 έχει ρίζες τις ντ μεκεσ. 


Επειδή η Γ’' αλλάζει πρόσημο στην περιοχή καθενός απὀ τα ση- 
µεία κι έπεται ότι στις θέσεις κ, έχουµε σηµείο καμπής, 


Επειδή 5’ (κ) 20 ε-ν ἡµί η -Ίηκ) 20 ημίΊηχκ- σου 


π ἃπ π 
--- κπ-π ς Ἱηκ- ᾗ ς ὃκ -- Έκπ- η ο Τη « ἔκπε ῃ--- 
2κκ- ὃν απ 
-- εκ«ο Ἁ έπεται ότι καθένα διάστηµα της µορ- 
2κκ- ο 2κκὴς 
φής: (ε "9 "} (με κΕΖ) η 5 εἶναι κυρτή. Όμοια βρί- 


σκουµε, ότι Ε΄’ (κ) «0, σε κάθε ένα διάστηµα της µορφής 


Άκπν ᾗ- 2κκη 


68 .ε Ἡ} και η Τ σ᾽αυτά είναι κοίλη, 


5.24. Μελέτη συνάρτησης. 


Με την βοήθεια όλων των προηγουμένων που µάθαµε μπορούμε 
τώρα να μελετήσουμε µε µεγαλύτερη λεπτομέρεια την συµπερι- 
φορά µιας συνάρτησης σε Κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της. 

Ἡ πορεία που ακολουθούμε περιλαµβάνει τα παρακάτω στάδια. 


Εργασία πρώτη. Βρίσκουµε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, 
εφ όσον εννοείται δεν δίνεται αυτό. Γιατί είναι δυνατόν να 
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Βέλουμε να μελετήσουμε µια συνάρτηση µόνο σ᾿ένα υποσύνολα 
του πεδίου ορισμού της. 


Εργασία δεύτερη. βρίσκουμε αν η συνάρτηση είναι άρτια ἡ πε- 
ριττή ἡ περιοδική, τότε αν είναι άρτια η µελέτη γίνεται στο 
[0,κα } υποσύνολο του 3(Ε) και έχει άξονα συμμετρίας τον Υ 
Αν είναι περιττή έχει Κέντρο αυμμετρίας την αρχή των αξό- 
νων. 
Και αν είναι περιοδική η µελέτη γίνεται στο διάστηµα µιας 
περιόδου. 


Εργασία τρίτη. Βρίσκουμε τις ασύμπτωτες [εφ᾽όσον υπάρχουν) 
του διαγράµµατος της συνάρτησης. Γιαυτό αναζητάµε: 


α) Τις κατακόρυφες ασύμπτωτες δηλαδή αν υπάρχουν τα ]{πε(χ] 
χ-ξκο 
και είναι αυτά Σω. Τότε η ὰ Ξ ξ είναι µια καϊακόρυφη αούμ- 


πτωτη. (Βλέπετε για λεπτομέρειες την αντίστοιχη παράγραφο) 


Β) Τις αριζόντιες ασύμπτωτες, δηλαδή αν υπάρχουν τα 11Π{(Χ) 
ΞλΕΕ. Τότε η Υ - λ εἶναι µια οριζόντια ασύµπτωτη. ον 
Υ) Τις πλάγιες ασύμπτωτες, δηλαδή αν υπάρχουν τα 11 5.3). 
τα καὶ Ἰ]π[ε(χ)-ακ] -β, εννοείται χωριστά για ἅ λῶ και 
κθτω, σπόος η ευθεία Υ - αχκ»β εἶναι µια πλάγια ασύμπτωτη 


(Λεπτομέρειες στην αντίστοιχη παράγραφο) 
Ἐάν η συνάρτηση είναι συνεχής Ν ΧΕΒ δεν υπάρχει κατακό- 
ρυφη ασύμπτωτη. 


Εργασία τέταρτη. Βρίσκουµε σε ποιά σηµεία η συνάρτηση είναι 
δυνατόν να παρουσιάζει ακρότατα. Τα σηµεία αυτά τα αναζητά- 
με: 
α) Μεταξύ των σηµείων, όπου η συνάρτηση δεν ἔχει παράγωγο. 
Β) Νεταξύ των σημείων, όπου μηδενίζεται η πρώτη παράγωγος. 
Για την περίπτωση (α] θα πρέπει να καταφύγουµε στοΥ ορισ- 
μό του ακροτάτου, ενώ για την περίπτωση [β) εξετάζουμε το 
πρόσημο της πρώτης παραγώγου αριστερά και δεξιά του σηµείου 
που αναφέρουμε και εφόσον έχουμε αλλαγή πρόσηµου,έχουμε ε- 
κεί και ακρὀτατο. Την περίπτωση (β) μπορούμε να µελετήσου- 
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µε και ως εξής: Βρίσκουµε το πρόσηµο της δεύτερης παραγά- 
Ὑου στο σηµείο αυτό και αν η δεύτερη παράγωγος στο σηµείο 
αυτό είναι Βετική έχουμε ελάκιστο, αν δε αρνητική, έχουμε 
μέγιστο. 

Εάν στο σηµείο αυτό συμβαίνει να μηδενίζεται και η δεύ- 
Ἱερη παράγωγος και εκατέρωθεν του σηµείου η δεύτερη παρά- 
γωγος αλλάζει πρόσημο, το σηµείο αυτό είναι σηµείο καμπής, 
ενώ αν δεν αλλάζει πρὀσηµο, είναι σηµείο ακροτάτου. 


Εργασία πέµπτη. Βρίσκουµε τα διαστήματα µονοτονίας της ου- 
νάρτησης, δηλαδή τα διαστήματα µέσα στο οποία η συνάρτηση, 
Είναι ούξουσα ἡ φθίνουσα. Για να βρούμε τα διαστήµατα αυτά 
μελετάμε το πρόζηµο της πρώτης παραγώγου. 

Γνωρίζουμε ότι εἄν η πρώτη παράγωγος είναι θετική σ᾿ ένα 
διάστηµα, η συνάρτηση είναι αύξουσα σ᾿ αυτό γνήσια και αν α- 
ρνητική, η συνάρτηση εἶναι φθίνουσα γνήσια. 


Εργασία ἐκτπ. Βρίσκουµε τα σηµεία καμπής του διαγράμματος 
της συνάρτησης. θα αναζητήσουμε αυτά µεταξύ των ριζών της 
δεύτερης παραγώγου. 

Από τις ρίζες αυτές σηµείο καμπής είναι εκείνο για το ο- 
ποίο η δεύτερη παράγωγος αλλάζει πρύσηµο εκατέρωθεν αυτού 
όπως είδαμε και παραπάνω, 


Εργασία ἑβδομη- Βρίσκουµε σε ποια διαστήµατα η συνάρτηση, 
Είναι κυρτή και σε ποιά εἶναι κοίλη. Γνωρίζουμε, ότι αυτό, 
προκύπτει από το πρόσημο της δεύτερης παραγώγου.Αν αυτή εἰ- 
ναι θετική π᾿ἐνα διάστηµα, τότε η συνάρτηση σ᾽ αυτό είναι 
κυρτή, ενώ αν είναι αρνητική, είναι σ᾿αυτό κοίλη. 


Εργασία ὀνδοπ. Βρίσκουµε τα σηµεία στα οπυία το διάγραµµα 
της συνάρτησης τέμνει τον άξονα των κ (ἡ αν χρειάζεται και 
τον ἀξονο των Υ). Αυτά εἶναι τα σηµεία για τα οποία µηδενί- 
ζεται η συνάρτηση. Επίσης βρίσκουμε και τα διαστήµατα για 
τα οποία η συνάρτηση παίρνει τιμές θετικὲς και εκείνα για 
τα οποία παίρνει τιµές αρνητικές. 


Εργασία ένατη. Καταστρώνουµε πίνακα των μεταβολών της συνά- 
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ρτησης για να συγκεντρώσουµε σ᾿᾽ αυτόν όλα τα προηγούμενα συµ- 


περάσματα. 2 
Εργασία δέκατη. Με την βοήθεια του πίνακα που καταστρώσαµε 


χαράζουµε πε αύστηµα αξόνων ορθογώνιων το διάγραµµα της συ- 
νάρτησης ἡ και όπως αλλιώς λέμε την γραφική της παράσταση. 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ἡ τ 
θέμα 1. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε {(κ) -γ πα 


Ἀάση: 1. Η Ε έχει πεδίο ορισμού το 3/4) - (χεΕ: 





5-0] (4, να). 

2. Η 1 δεν εἰναι άρτια, οὖτε περιττή οὗὖτε περιοδική. 

2. Ασήμπτωτες α) θριζόντιες η κ 5 4 γιατί {η γτὲς - "5 
β ο ο 


} Κατακόρυφες η χ - 1 γιατί Ἱϊπ 
κ λαο 





4. Ακρότατα. Είναι Ε΄ (κ) - - 
2 





και επειδή Ε΄ (κ) 6 0 Υ κεβ(Μ] η 8 δεν έχει ακρότατα, 

5, Μονοτονία. Επειδή Ε΄’ (κ) «ὐ Υ χεΘ(8Ε) η Ε εἶναι γνήσια 

φθίνουσα στο 34). 

6. Σηµεῖα καμπής. Βρίσκουµε την δεύτερη παράγωγο της Ε και 
ο ἀ(κ-τ) 

κ-δ)ὸ 
Ε39ίΕ). Άρα η { δεν έχει σηµεία καμπής. 

7. Κοίλα της ΓΕ. Επειδή για «54 είναι Γ΄'Τχκ) 50 η Ε στρέφει 
τα Κοίλα κάτω ατο διάστηµα {-ῶ ,0] και για κΣ4 εἶναι 

{27 (Χ} 20 οπότε η Ε στρέφει τα Κοίλα ἄνω στο διάστηµα 


είναι 5’ (κ) που έχει μοναδική ρίζα την κ - 1 








γκο). κ Ἰκες ο κ τω 
Β. Σηµεία τοµής µε τους Ὁ΄ ο - 
άξονες- σ ᾱ σσ το 
εκ 0 -Υ5ο,Αρα η ὦ 

ος κούλη ἄνω 








Ἐ διέρχεται απὀ την αρχή. 
9. "ῦρια της ἔστο. υ 
Είναι η) 0 
10, Πίνακας μεταβολών 
της Ε. -- 

14. Γραφική της ϱ 
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θέµα 2. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Γ(Χ) - αχ” ΒΧΗΥ.α.β. 
γΕΕ και α «0. 


Απάντηση: ο) ᾿ἔχουμε 3(5) - Κ. Επίσης είναι συνεχής Υγια 
κάθε χεΚ. 

Β) Αφού είναι συνεχής δεν υπάρχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
Για χ»-ω και α» Ό, ΕίΧ) -1Ω και για αςθ, Ελ)” -ᾱ. 
΄0μοια αν χ--ῶ και α20, Είχ)--α., ενώ αν αςῦ, 

ία) --ο. 


Επίσης επειδή δεν υπάρχουν τα 1 1π 
χνκο 
ριζόντιες, ούτε πλάγιες ασύμπτωτες. Απλώς παρατηρούμε ὁτι 


έχει κλάδους στο άπειρο. 
Υ) Ἡ παράγωγος εἶναι Ε΄ (κ) - 2ακκβ. Ρίζα της παραγώγου εἶ- 


3) δεν υπάρχουν οὐτε ο- 





αι 
ο. 
Ώ) Είναι Μ΄ (κ) 20 για κο και Ε’(κ) «ὐ για κε- Ίᾳ αν 


β 


α»0 και επομένως το πι; Είναι θέοις ελάχιστου, ενώ αν α«ϐ 
τα 


Είναι θέση μεγίστου, γιατί { (κ) «0 να χ«- ῥῃ καὶ (κ): 


β 


«ο για κ»- σα 




















ο 


δν Ε 














2] ΤΗ και ως εξής: Επειδή Γ΄’ (κ) - 2α, αν α”.0 θα εἶναι 


εεσα } - 2α”0, άρα θέση ελάχιστου Και αν α : 0 θα εἶναι 
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Φα } Ξ 2α«0 Είναι θέση μέγιστου. 


2α 
δ) Επειδή για α»0 είναι Γ΄ (Χ)20 γιαχ»- - και [κ)« 


«Ό για κς- ᾖ θα εἶναι: Τ γνήσια αὐξουσα στο { 2ᾷ-,ν) 


και { γνήσια φθίνουσα στο (-ῶ, -2ᾷ-). 


Ενώ αν α «9 θα εἶναι Ε γνήσια αὐξουσα στο [-οο,- ᾖ; } και 
{ Ὕνλαια φθίνουσα στο { 2ᾷ- ρε}. 


ε) Σηµεία καμπής δεν υπάρχουν αφού Γ΄'(Χ) Ξ 2α 40. 

στ) Επειδή αν α»0 εἶναι Ε" (Χ) Ξ 2α»0 η 6 εἶναι κυρτή στο 
32), δηλαδή στρέφει τα κοίλα προς τα άνω, ενώ αν α«Ώ 

{κ} Ξ 2ας0 και είναι κοίλη, δηλαδή στρέφει τα κοί- 
λα προς τα κάτω. 

ζ) Όι ρίζες της Γ(Χχ) - 0 εἶναι πραγματικές αν ἡ Ξ β'-4αγ 20 
και επομΈνως υπάρχουν δύο διακεκριµέγα σηµεία τοµής του δια- 
γράμματος αυτής µε τον ἀξονα του χ. Αν ὃ - 0 εφάπτεται του 
άξονα των χ και αν Α «Ὁ δεν υπάρχει ανένα σηµείο κοινό του διαγράµμ- 
µατος αυτής µε τον άξονα των Χ. Για κ - 0 έχουµε Υ - Πα) - 

3 Υ και τέμνει τον άξονα των Υ στο σηµείο (0,γ). 

Π]) Μετά απὀ τα παραπάνω έχουνε τον παραπάνω πίνακα µεταβο- 
λάν της συνάρτησης και µαζί μ᾿αυτόν και την αντίστοιχη Υρα- 





είναι 


Φική παράσταση. 0 πίνακας αντιστοιχεί σε α 20 και Δ20 και 
ρίζες ρι»ρ». 


θέµα 3. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Ε(κ) - αχ" βχκ24Υ µε 
α,βιγΕΏ και α ή 0. 
Η µελέτη να γίνει επί του συγκεκριμένου θέματος 
εκ) 5 3χ)-δχές2. 
Λύση: α) ἔχουμε 35) Ξ Χ. Η συνάρτηση είναι συνεχής ΥχΧΕΕ 
Ρίζες της {(Χ) - 0 είναι οι χ Ξ 41 και κ ξ 





Δηλαδή το διάγραµµα της / τέμνει τον άξονα των χ στα σηµεία 
γξιγτα, 

Για κ” Ὁ έχουµε Υ Ξ {ί0) - 2 και το διάγραµµα τέμνει τον ἆ- 
Έονα των Υ στο σηµείο (0,5). 
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8) Λόγω της συνέχειας της Ε δεν υπάρχουν κατακόρωφες ασύμπ- 
τωτες. Επίσης επειδή για κ-ὰω δεν έχουµε Ε(Χ) «τω έπεται 
ότι δεν υπάρχουν κατακόρυφες ασύµπτωτες και επειδή 
Ίνα ΕΣ} ος κα) δεν υπάρχουν οὖτε πλάγιες ασύµπευτες. 


χο 
γ) Η παράγωγος της Γ εἶναι: Εκ) - 12κ5-10κ και οι ρίζες 


αυτής είναι: Ό,- δ γςσ. 


Βρίσκουμε την δεύτερη παράγωγο η οποἱἰα είναι: ΓΕ’ (κ) - 


Ξ 36χ:-10, 
ἡδν το Ογί 


Παρατηρούμε,ότι: Ε (0) - -Ί0«0, 
Ξ 2050. Επομένως στο σηµείο 0 ἔχουμε τοπικό μέγιστο και στα 





σηµεία Ὕξ και 12 έχουµε τοπικά ελάχιστα. 


δ) Για την εὐρεση των διαστημάτων µο]οτονίας παρατηρούμε,ό- 
τι εἶναι Ε΄ (κ) 0 --- 12χ5-10χ20-- 


κε γς. 
υγ 


πι και Ε ννήσια οπίνουσα στο (-α γξ υ (ο μ)ϱ) 





10) ὐ (γε), ενώ ϱ΄α) το κε(-α..γὅ)υ 





ὃν Ἐπομένως η { γνησίως αὐζουσα στο {-γὁ 0) Ἡ 


ε) Σηµεία καµπὴς 8α βρεθούν μεταξύ των ριζὠν της δεύτερης 


ην ὦ, 


παραγώγου, που είναι οι «γ΄ τς 





Ἔχουμει ϱ" (κ) 20 για χε (-α.«Υῇ ) ὐ (1 ῥ; ῶ) καὶ 


Ες) «ὐ για κε(-γςι- και επομένως για κ Ξ - 
18 π 


καν κ τ. γ{ῷ έχουµε σηµεία καμπής. 





στ) Τα διαστήματα στα οποία η ἔ είναι κυρτή ἡ κοίλη τα βρίσ- 


ΥΟ 


κουµε επίσης απὀ το πρόσηµο της δεύτερης παραγώγου. 


Προφανώς βάσει του προηγούμενου, στα διαστήματα (-ῶ., 








»1ῶ) Π Τ εἶναι κυρτή ενώ στο διάστηµα 





..ΥΤῷ ) ᾱ {εἶναι κοίλη, 





γὰ 


ζ] Βρίσκουµε τώρα τα διαστήµατο στα οποία είναι Τ(κ) 20 και 
εκείνα στα οποία η Μίκ) «ἢ, 
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Είναι Ε(κ) 56 για κε(-ῶ,-Τ) υ(«ΎΣ. ΥΣ) υ (1 ας) και 


Εκ) «θγιακεί- γτους Ἡ 1). 
Π) Καταστρύνουµε τον παρακάτω πίνακα των μεταβολών μαζί και 


το διάγραµµα αυτής. 
Σηµείωση: Επειδή η Ε εἶναι άρτια, θα μπορούμε να µελετήσου- 
µε αυτή στο [0,19 ). 


. Ες ο ξ ο νά 
























































θέμα 4. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Γ(Χ) - κ’-θχ και γα 


παρασταθεί γραφικά. 
ώση: ΄ἔχουμε 3(4) Ξ Β και ρίζες της Μίκ) "0 οι κ. » -ᾱ, 


Χν Ξ 0, Χος 4. Η παράγωγος είναι α(κ) - 3κ:-θ. Ρίζες της 
ατκ) 50, οι -/Ἡ και ή. Η δεύτερη παράγωγος είναι: 
παλ. 
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θέμα 5. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε τύπο: 

εκ) τα εκ" -7κ1 νὰ. 
Λύση: α) Πεδίο ορισμού τής { εἶναι το 9(6) -Μ. 
Β) Επειδή η Ε περιέχει µόνο άρτιες δυνάµεις της μεταβλητής 
εἶναι άρτια, δηλαδή ισχύει {{-κ) - Είκ). Ρίζες οι: 51 και 
{(κ) 20 Υ κεΚ. 
Υ) Επειδή είναι συνεχἠς ΥχΕΕ δεν υπάρχουν κατακόρυφες ασύ- 
µπτωτες. Επειδή του χ»ω και {(Χ) -Μω δεν υπάρχουν ούτε 
οριζόντιες ασύµπτωτες ούτε πλάγιες. 
5) Ἡ παράγωγος της { είναι: Ε:(Χχ) 5 6χ"ν8χ»-Ίὰκ. ΄Εχουμε 
πα) 5 0 α-εχ(θχ"κ4χε-7) Ξ 0. Επομένως κρίοιµα σηµεία είναι 


ται αν  ὓὂ, χα " Ίνκ Χι " -Ί. 
Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ε΄ (κ) 30χ᾽ «δάκ”-14 και οι ρί- 
ζες αυτής είνοι; «Υ/Ξ51ᾳΙ1- εις ονομάζουμε ϱι νε 


ϱ) Καταστρώνουµε τον σχετικὀ πίνακα απὀ τον οποίο καβορίζε- 
ται πλήρως η μελέτη της συνάρτησης. 



































Θέμα 6. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε 
{ία} τ ὁε κία-Τ)(κ-2)(κ-3) και να γίνει το διάγραμμά της. 
1 
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Λήση: !. 35) ΞΕ. 
Σ. Δεν είναι συμμετρική ως προς τους άξονες ἡ την αρχή. 
: Τέμγει του άξονα των χ ατα σηµεία 0,1.2.3. 

Δεν ἔχει ασύµπτωτες. 


. 


4 
4 
δ. Είναι ϱ’(κ) - ᾖ (2κ-9κΣ11κ-3) 





ΔΕ 


Ρίζες αυτής: 2 


2 
6. Είναι ϱἩ (1) 5 ᾗρ (δχΗ -18αΤ1) 
3115 





Ρέζες αυτής 


Τε Επειδή {"{-ᾷ.) «8 στο σηµείο Μί ἆ-, τῇᾳ-) παρουσιάζει 


4 


μέγιστο ενώ στα σηµεία παρουσιάζει ελάχιστα, 


8. Σημεία καμπής στις θέσεις κι -ὃ ρ και κε 


9. Για χω Είκ)--αω. 
10. Γραφική παράσταση πρόχειρη. 


θέμα 7. Να μελετηθεί ῃ συνάρτηση { µε {κ} τν χτ» 


΄ τσ και να γένει το διάγραµµά αυτής. 
Λύση: Ἱ. Έχουμε 9(8) -- (0,12). 
3. Όν ευθείες κ-0,κ- 1, χ” 2 εἶναι κατακόρυφες ασύµπ- 
τωτες. Και επειδή Ἰ{ηξ(ὰΧ) 5 0 η ευθεία γ ” 0 εἶναι αριζόν- 
τια ασύµπτωτη (δηλαδή ο άξονας τυν κ). 
4. Τομὲς του διαγράµµατος της Τ µε τον άξονα των κ οι ρίζες 
της Τ(Χ) 5 0 3χ:-δχε2 - 0. 





4ν Είναι Ε)(α) στ ασ τ Τατ τ Ίάλχγε καὶ επειδή Γ’ (κ) «6 


Ν κΕΦ{Τ) είναι η Εἔ Υνήσια φθίνουσα στο 3(Γ). 
δ, Είναι Ε’ (9) - 2ἱ 13 η Επαίστε ) και η Ε7 ο) 50 
εἶναι έκτου βαθμού. Επειδή για κ»2 εἶναι Ε΄ (χ) 50 και για 


αΧΞΟ εἶναι Ε᾽' (κ) «Ὁ έπεται ότι μεταξύ Ώ και 2 βρἰσκονται 
όλες οι υπάρχουσες πραγµατικὲς ρίζες της ΡΕ’ (κ) - ὓ. 
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Επειδή για «0.0 - ἆκ κα εἶναι Ε" (κ) 50 και για κ» Ι- 





--Π:ΤΠς στα είναι ϱ (κ) «ο. 
΄Επεται ότι μεταξύ ὃ και ! 
υπάρχει σηµείο καμπής. Επί- 
σης και µεταξύ 1 και 2 υπάρ- 
χει σηµείο καμπής. 

Γραφική παράσταση: 


θέμα 8. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Ε(κ) - συνίκν ΠΜΟΣ 


Ἀήση: Ἱ. Πεδίο ορισμού της Ε είναι το Β. 
2. Δεν εἶναι άρτια οὖτε περιττή. 
3, Είναι περιοδική µε περίοδο π γιατί ισχύει Ε(χηπ) 


5 ουν (κκ) πα 2 Σπ) ον (πσυνκ] ήν 5 ουύτκα ΑΣ Σ Α(χ) 


ημ2κ 
2 


Είναι εποµέγως αρκετό να μελετήσουμε την Γ στο διάστηµα 
[οι], 

4. Ασύμπτωτες δεν υπάρχουν γιατί η { εἶναι συνεχής στο Ε. 

5, Ἀκρότατα-µονοτονία. Πιθανές θέσεις ακροτάτων εἶναι οι οί- 
ζες της πρώτης παραγώγου. Είναι Ε᾽(κ) - -Ζσυνκημχισυνοκ - 

Ξ συν2κ-ημ2χ µε ρίζες τις ρίζες της εξίσωσης 


συνὸχ - αυν(2κ- -ρ-) --- 2χ - Ακπαί-2κ- }}, κεζ 


με κ 





εκ» εκ τσ ε [δι]. 


Επειδή δε όταν Ό «κ «ῃ -- Ε'(κ) 20 και η Ε εἶναι 1 στο 


(ο, ὃ Ἱ 0 [ ς να] καν η 4 είναι στο Ἡ ν Ὦ επομένως 
π δπ 
στη θέση κ 5 η και κ η 1 έχει ακρότατα μέγιστο για 
χςᾷ τος) - 1 και ελάχιστο για κ ς Ἡ. το 
δα, 1 
σι εξ. 


6. Σηµεία καμπής είναι οι ρίζες της δεύτερης παραγώνου. 
Είναι (κ) - -Ε(πμἔκεσυνἔκ) και ΓΡ" (κ) - 0 ουγξκ - 


5 -ημὂχ--» εξ - -Ι 5 εφί-Ἡ-) --- ἴδκ- κπ- ακεζ)-- 


«ία στ δι κε) -- κ-Ἡ- και κ Ὦ που εἶναι 
σηµεία καμπής της Ρ. 
7. Κοίλα της ϱ. Επειδή µε κείο, 3π.) υ(-ῃ υπ) είναι 
Ε’" (κ) «Ὁ επομένως η Ε είναι κοίλη κάτω και Τ" (κ) 20 για 
κε ἆ-, Ἡπ ) που σημαίνει ὁτι η 1 είναι κοίλη άνω, 
8. Η 5 συναντά τον άξονα κ στα σηµεία (-5- 10) και (-ρ 0) 


4. Πίνακας μεταβολών της { και η γραφική παράσταση µέσα 
στο [0,πὶ είναι ο παρακάτω. 
ἀπ δα 
































θέμα 9. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε {(Χ) -Ὕθπυνς, 


λάση: ἸΊ. Η Ἐ έχει πεδίο ορισμού το Β γιατί ΥκΕΒ εἶναι 
2-συνκ { Ὁ. 

2. ΄Εχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων γιατί ισχύει 
Εεσκὸ ς σμολλο ντ μόνο - -ε(κ) (Δηλαδή εἶναι περιττή) 
4, Είναι περιοδική µε περίοδο το ὂπ γιατί ισχύει 


Εικκσπ) - αμικε τπτ) -γρονς - ΜίΧ). Άρα είναι αρκετό να 


την μελετήσουμε στο διάστηµα [0,π]. 
4, Επειδή είναι συνεχἠς στο Ε δεν έχει ασύμπτωτες. 
δ, Ἀκρότατα-μονοτονία-σημεία καμπής. 


Είναι ε() τ ττνμα]τ µε μοναδική ρίζα την κ -ᾖ- στο 


[ο,π] και ἡ" (κ) τ - ΣΑΣ ΗΦΗΥ2) µε ρίζες τις ρίζες των ε- 











Ἐισώσεων {ημχ 
«-οίχ 5 Όιχ Σπ). 


50) -- ἵχ σκην κ» πικεζ) 





Επειδή δε ες) - «9 Π {στη θέση κ» ἃ 





ἔχει μέγιστο το εί 3.) -Ἡ στο [ομπ]. Ακόμη µε χε(ο, Ἡ] 


είναι Ε΄ (κ) »0 -- 51 σ-αυτό και µε χε (-ᾖ-,π] είναι Ε΄ (κ) «0 


-- 64 σ᾽ αυτό. Επίσης ψ χε [0,π] είναι Ε’’ (κ) Ξ0 που σηµαί- 
γει ότι η 6 είναι κοίλη κάτω στο [0,π]. Σηµεία καμπής υπἀρ- 
χουν στις ρίζες της δεύτερης παραγώγου δηλαδή στις θέσεις 
χ.ο καιχ- π. 
6. Η { συναντά τον άξονα κ στο σηµείο (0,0) και τον άξονα 
γ στο σηµείο (π.0). 
7. 0 πίνακας μεταβολών της Έ στο διάστηµα [0,2π] είναι ο πα- 
ρακότω όπως επίσης και η γραφικἠ παράσταση της Γ. 

1ο τ ἃ σα 


: οσα 2τ 
ο δα 


































Γεγικά η 8 έχει μέγιστο στις θέσεις κ, : ἔκπὴ Ἡ » κΕζ και 
ελάχιστο στις θέσεις Χρ - 2ρπ- πιο ΕΤ. 


Σημεία καμπής στις θέσεις κ, ΄- κπ, κεΖ καὶ κ; - Εκπέπικεζ 


θέμα 10: Να μελετηθεί π συνάρτηση Γ µε τ(κ) - ἀπ(κ -3κα2). 


Ι 
Ἄόση: Ί. Πεδίο ορισμού της { είναι το 948) - 
5 (χεΕ: κ:-ὔχξ 20) (2) ὐ εάν ο ] 
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2. Δεν είναι άρτια, περιττή, περιοδική. 


3. Ἀσύμπτωτες. Για οριζόντιες πρέπει Ἱἱπ]η(χ2-3χο2) - 
κα-δ 

οπότε η ευθεία κ- -ὂ2 είναι οριζόντια ασύµπτωτη και 

1μηπ(αὴ «3κα2) 5 πα οπότε και η ευθεία χ - 1 είναι κι αυ- 


τή οριζόντια ασύμπτωτη. Κατακόρυφες ασύμπτωτες δεν υπάρ- 


χουν γιατί Ἱἱπ]η(κ3-ὀκεδ) - τω. 
χλκα 
4. Ἀκρότατα μονοτονία και σηµεία καμπής. 


Ἂν υπάρχουν θα αναζητηθούν µέσα στις ρίζες της πρώτης και 
δεύτερης παραγώγου. 
ἄΓκα.]1 3{κ1) 


Είναι α΄ (κ) τ ἁραστε ο ΣΙΤΙ µε ρίζα την κ - -/ και 
Επ τ -ᾱ ατα χμ. που δεν έχει πραγματικές ρίζες. 


Επειδή δε για Ίκκ ἡ -2εχς-! είναι Ε΄(κ) 20 και για 
τΈκκ«Ί εἶναι Ε΄ (κ) «Ὁ αυμπεραίνουµε ότι η 3 είναι γνήσια 
αύξουσα στο (-2.-1) {1 νε } και γνήσια φθίνουσα στο (-1,1) 
και έχει μέγιστο στη θέση κ΄ - -Ί τον αριθµό {ί-1}) 5 ΊπΦ. 
Επειδή δε ν χεΦί({) εἶναι Γ΄’ (Χ) «ὓ η { δεν έχει σηµεία κα- 
μπής. 

δ. Κοίλα της Γ. Είναι ΕΡ'' (κ) «0 Υν κΕβί{) οπότε η { στρέφει 
τα κοἰλα προς τα κότω. 
6. Σηµεία τοµής µε τους άξονες. 
Για κ 0 εἶναι κ- 1π2 άρα η { ουναντό τον άξονα Υ στο ση- 
μείο (0,1π2) και για Υ 5 0 εἶναι 1η(χὲ-1χε2) Ξ Ἰηθ--- 

--- χ:-ὔχε2-ε Ξ 0 που έχει τρεις πραγµατικες ρίζες ρι,ῤ., 
ϱ: ἄρα η Γ συναντά τον άξονα χ΄στα σηµεία (ρ:,0),(ρ:,0), 


(ον 0). 
7. 0 πίνακας μεταβολών της Ε και η πρόχειρη γραφική παράστα- 
ση είναι η παρακάτω. Κω -ὃ 
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-κ 
θέμα Ι1. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Είκ) -ᾱτ3 


Ἀύση: 1. Η ἐ έχει πεδίο ορισμού το Β-[-ν3,ή3). 

2. Δεν παρουσιάζει συμμετρίο και δεν είναι περιοδική. 

8. Εχει κατακὀρύφες ασύμπτωτες τις ευθείες χ - 4/3 γιατί 
εἶναι Ι1ΠΕ(Χ) - 4ω και την ευθεία Υ Ξ 0 οριζόντια ασύμπτω- 





αἲν Ἱάν οδον- «η οκτίτστε »- Ὁ 
ἀπ κς Ἠλλας γκο ΕπΤΕΣΗ: " 
4, Ακρτᾶτα - μονοτονία -οηµεία καμπής. 
«αρ (κα -1]-α”ᾱ. 3 κό 
Είναι ε ο) τσ μα, ὃν ς --ᾱκεε ήτε µε ρίζες τις 


κι 5 Τὸ και κ, - -3 και επειδή για χε (-3,-νθ) ὐ{-νᾶ,) εἰ- 
ναι (κ) 20 η Ε εἶναι γνήσια αύξουσα σ᾿αυτό επειδή για 
κε(-ῶ,-9) ῦ (1/1) ὐ (ΥἼνκω ] εἶναι Ε’(Χ) «Ὁ η Ε είναι γνή- 
σια φθίνουσα σ᾽ αυτό. 

Ἀκόμη η 6 αλλάζει πρόσημο στις θέσεις Χ: - 1 και χ, Ξ -ᾱ ο- 


πότε ατη θέση κ, - 1 έχει μέγιστο το (11 5 - γε καὶ στην 

θέση κε - - έχει ελάχιστο το {(-3) - ἕ- Ν δεύτερη παρὰ- 
νά 

γωγος της {είναι ϱ" (κ) τ οραε με ἳ που δεν ἐχεί πρα- 


γματικές ρίζες ἔπομέγως η { δεν έχει σηµεία καμπής. 
6, χοίλα της {. Επειδή ν κε([-ῶ.,-/3) εἶναι {”’ (κ) 50 και 
γ κε (ντιτῶ} εἶναι 4” (κ) 58 η { στρέφει τα κοίλα προς τα 
άνω και Υψ κε (-/3ν 1) εἶνοι Ε"' (κ) «Ὁ οπότε η Ε στρέφει τα 
κοίκα προς τα κάτω. 

6. Σηµεία µε τους άξονες: Νεκ 5: 0 είναι: -Ἡ ἁµαη ϐ 


συναντά τον άξονα Υ στο οηµείο (0,- 1). 


κ 


Μεκ 5 0 είναι ϱ 4 0 άρα η { δεν συναντά τον άξονα Χ. 


7. Πίνακας μεταβολών της { και η γραφική παράσταση εἶναι η 
Ἅ 


4 


παρακάτω. 











ΑΛΥΤΑ 


1. Να 
ο 
1) 
λα) 
Ίν) 


2. Να 


τη 


19) 


ἓν 


2 


3 


4 


- 
Ξ 
ς 


α) 
Ββ) 
ν) 


5) 


α) 
β) 
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ΒΕΝΑΤΑ 
μελετηθούν οι συναρτήσεις 
{με Εκ) 5 κ δκεκλκ-1 ν) ο µε Εκ) - κα ικ-1) 
Έ νε ϱ(κ) 5 κ ΝΣΧΗΤ ΔΕΝ νἲ) {µε Βίκ) - (κ-Ι (κ): 
τ με Ε(κ) τ 2χ" κεί νἩἩ) τε µε (αχ) Ξ χ-ήκς 
ω  ο  σα 
μελετηθούν οι συναρτήσεις 
Ε με εκ) ς ἆλτ. Υ τ με εκ) -ᾱτ 

. δα ' 
με ε) κτλ. η ο με εκ) - πετ 
με το) τ ΣΕ νο µε εκ) - ἂν αρολδκι 


ο . ἁττοκαὰ 


μελετηθούν οι συναρτήσεις 


{με {(κ) - π αστ 8) {μες ἔν (κ) - 


Ά µε Βίκ) Ξ /Τάχὰ-Ζκσ-κΣ 6) πι µε Λι(κ) - /κσ-ας2 








µε οί) 5 γής 1) 8: µε φ.(κ) ποστ 
/κεΤ κ-2 
Φ µε φίκ) στ 8) µε φιίκ) πετ 


μελετηθούν οι συναρτήσεις: 


ἔ με ἔ(κ) - ημκεσυνκ ε) εν µε΄Γ(κ) Ξ συνΣχνηµεχεί 
Ἁ με Μ(Χ) - (1-συνκ]συνκ στ) ἣι µε τ{κ) Ξ ημχασυνκ 
4 µε αίχ) " συν(πνκ) ζ) ᾱι.µε αι(κ) - ημ/κ 


2συν”χ 
συνκ- 


στο (0, -τ-) ὐ(-Ἡ- νπ]. 


φ µε φίκ) - εφχεσφχ η) φι µε φι(χ) - 


μελετηθούν οἱ αυναρτήσεις µε-τύπους: 
τα) - χε α ε) τα) - κἃ 4 
γατ 


Εέκι κ - στ) Εκ) - (κκ2)εΧ 
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Υ) Έα) 5 κατν 3 6) εἰκ) - 





ολο... 4) Έα) 5 οὔ δημκ 


δ. Να μελετηθούν οι συναρτήσεις 


Έρ δ µε Ε(κ) τς κ-ἲ-τηκ 6) {µε ϱ(κ) - τα 

«ος ΧΊπλκικ 0 
2: {µε Ε(κ) -Ἰπησκτάκστ 1) 8 µε (κ) -| ο μω 
4, 6 µε ε() τς 1. 8) ε µε Εκ) τας Ἡ τδτακ 


κ 
αμ Ἰηχ-α-Τ]νκ»0 


5 µε (κ) ν άό 


δι Ε µε {(κ) 


Τη (ΧΣ21) 9) ἓ µε Εία 
χε Ίηεχ 





7. Να βρεθεί γραφικά το πλήθος των ριζών της εξίσωσης. 
κλ-θκήεθχαλ 0 
8. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - |κε-θχν]. 
Να μελετηθεί και σε συνέχεια να βρεθούν γραφικά οι Λλύ- 
σεις της εξίσωσης |κ1-9χι2] - λεΒ. 


3- Δίνεται η συνάρτηση {µε {ίκ) - -ὃ τον ἓν 


1) Να προσδιορίσετε τα α,β ώστε {[-Ί) - 0 και το διάγραµ- 
μα της Γ γα διέρχεται απὀ σηµείο µε ελάχιστο γιακ - 2. 
14) Να γίνει µελέτη της {Γ. 


10. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Ε(κ) -ηµκε ΠΗζκν ανα. 
π ς ημὲκ 
11. ΄Όμοια να μελετηθεί η συνάρτηση 8 µε {5 κ) Ἵνημα 


15. Γραφικά να προσδιορίσετε το πλήθος των πραγματικών ρι- 
ζών της εξίσωσης 4χ"-3χ-λ- Ώ, λΕΒ. 


-“κ«Εεῴφαλαιοζ---- 


ολοκληρώωματα 


6.1. Ἔννοια του ολοκληρώματος. 


Ορισµός Ί. Καλούμε ορισμένο ολοκλήρωμα της συνεχούς και πα- 
ραγωγίσιµης συνάρτησης Γι απὀ α ως β ἡ µε άκρα τὰ α και β 


και το συμβολίζουμε µε /᾿Ε(κ)άκ την διαφορά Μι[β)-Ἡ:(α) ὁ- 
που {; µια παράγουσα της { στο [α,β]- 
«Εχουμε συνεπώς απὀ τον ορισμό τῇ Ε(κ)άκ -Ε1(β)-Ε ια) - 


Ἡ σταθερή διαφορά Ε1(β)-Εα(α) δεν εξαρτάται απὀ την Εκλογή 
της παράγουσας και αυτό γιατί κάθε άλλη παράγουσα {2 της Γ 
δίνεται απὀ την σχέση Ε2(Χ) 5 Ώ.ίχ)ηε, επομένως τότε: 
Εε(β]-Εεία) - Ει(β)ε-Ειία)-ε 5 Γ1(β)-Ενία). 


Παρατήρηση Ί. Πολλές φορές γράφουμε: 


ἆ β 
{ὐεικ)όκ ς Εν (β)-ει(α) 5 [ει (κ)]ς 5 Εν (κ) 
α 





α 

Παρατήρηση 2. Το ορισμένο ολοκλήρωμα /ΡΕ(κ)άκ εξαρτάται µό- 
α 

νο απὀ την {(Χ) και απὀ τα άκρα ολοκληρώσεως και όχι από τη 


μεταβλητή κ, δηλ. είναι {Ρε(κ)άκ - /Ε(τ)άτ. 
ἁ ἄ 


Παρατήρηση 3. Ἡ συνθήκη συνέχειας της { εἰναι ικανή, ὄχι ὁ- 
µως και αναγκαία για την ύπαρξη του / Ε(κ]άκ. 


Η Βεωρία της ολοκλήρωσης στηρἰζεται στις παρακάτω προτάσεις: 
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Πρόταση Ἱ. Ισχύει /"Ε(χ)άχ - 0. 
ἃ 
Απόδειξη: ΄Εστω Ει(κ) µια παράγουσα της Ε(Χ), τότε θα έχουμε 


{ΔΕ (κ)άκ τς [εν] τ εν[α)-Ει[α) - 0 
ᾱ 


Πρόταση 2. Εάν η Τ είναι συνεχής στο [α,β] ισχύει: 


{λεικ)ὰκ -- -/Ἠ(κ)άκ --- { Ε(κλάκες τα) ὁκ - ος / ε(κ)άκ. 
α β α Β α 
Απόδειξη: ΄Εστω {ι µια παράγουσα της Τ, τότε ἔχουμε: 
μα)ακ 5 Ε1(β])-Ει(α) και /Ε(κ]άκ - Ει(α)-Ε1(β) - 

α β 


5 τ[Εν(β) -Ει(α)]. "Αρα το αποδεικτέο. 


Παρατήρηση: Το σύμβολο ϱΣ Τ{κ)άχ έχει έννοια καιστις τρείς πε- 


α 
ριπτώσεις: 1) α«β. Π])}α-β, 111) α2β. 


6.2. Ὑπολογισμός του ολοκληρώματος. 


Ορισµός 2. (Κατά ΒΊεπΑπη). ᾿Εστω Ε(κ) µια συνάρτηση αρισµέ- 
νη και φραγµένη στο [α,β]. Διαρούμε το [α,β] µε τα σηµεία 
αλιΧλννεεΧφο} στα ν΄ διαστήµατα [α - Χ νικά] [ κνν κο Ίγενν 
(κψ1νχν 5 β]. 

Σε Κάθε ενα υποδιάστηµα παίρνουμε σηµείο Ξ, και σχηµατίζου- 
µε το άθροισμα: 

(Χατκο) [Εντ (κε κα) Ε{ελλενννείαν 





περ - 


ν 
πλ αυ 
Εάν για Κάθε τέτοια υποδιαίρεση του [α,β] και για κάθε εκλο- 


Υή των σηµείων ἔ, το όριο του ΣΕ{Ε,)(Χ,-κ, |) ισούται µε 
αΞα ν 

Β, ταν το Χκ-Χι.1 "0 τότε ο αριθµός ϐ λέγεται ορισμένο ολο- 

κλήρωμα της Γ(Χ) 'από α ως β και συμβολίζεται {ικ)ακ. 

υτε έχουμε απὀ τον ορισμό; ΤΠ Σ {{Ε,)(χγ-α, 


ννκ κτα 
- 2 εκ) όκ, ἄφχχοι ο 
ἃ 


ο 
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Παράδειγμα. Να υπολογιστεί το /5ε"ὰκ κατά ΒΊ9πάπη (α «β) 


Απάντηση: Ἡ εὖ εἶναι συνεχἠς Ψ ΧΕΧἘ και άρα ολοκληρώσιµη σε 
κάθε κλειστὀ διάστηµα [α,β]. Προς αυτό Κωρίζουµε το [α,β] 


σε ιαόπλατα διαστήµατα πλάτους ὃ-α µε τους αριθμούς κα: - 


ν 
ταν Ἆ-α ν β-α αν ντ! 
αν Άρδ-ν κε» αἲξ οσρετεν Χγια 5 αν 








και εν» 


διάµεσα σηµεία Ε,, εκλέγουµε τα αριστερά ἀκρα των διαστημά- 
των, τότε θα έχουμε: 


ὅ ., κε 
ο ου. 


κει 






αν ΟΕ) (ρ-α) 











Άρα Μπ, - (ε 
νεῶν 


Επομένως: /2οχάκ « 11Πδν 
α νεο 


6.3. Ιδιότητες ολοκληρώματος - Γραμμικότητα, 
Πρόταση 1- Εάν Π { συνεχἠς στο [α,β] και κ σταθερά ισχύει: 


λκε(κ)4κ «κ δτ(κ)ἀκ. 
α α 
Απόδειξη: ᾿Εστω { µια παράγουσα της Μ, τότε δε(κ)ὰκ - 
α 
5 ει(β)-ει(α) -- κΓλε(κ)ἀκ - κ[τν(β)- 9α)]. λλλά 
α 


β 
δκβίκ]ακ -κ/ξίκλὰκ --  κείκλαχ - κ[Τι(β)-Ει(α)]. Αρα το 
ἁ ᾱ « 


ζητούμενο. 
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Πρόταση 2. Εάν οι συναρτήσεις Γι,έ, εἶναι συνεχείς στο [α,β] 
τότε ισχύει: /Α [σι (κ) «ες (κ)]ὁχ - α2Εν(κγάκκ/ Ενα) άκ. 
Απόδειξη: οὰ οι Τ και φ δύο παράγουσες των Ει και {; αν- 
τίστοιχα. Τότε /5{.(κ)άχ - Ε(β)-Ε(α) και 12) Ξ φ(β)- 

α 
«φία). ρα: {δεν (κ) 4κα 1) Γκ) ἐκ 5 τ(β)-Ε(α) εφ(β)-ο(α) (1) 
Επίσης ομες {ΠΗ.(κ) 8ο (κ) 1ὁχ -- Εικ) ἀχκα/Εο (κ) ἀκ -- 
ο  Ενο)νΕκ ο] δκ το) ]ρνΙνο]ς τε) -Ε(α)1Φίβ)- 
«φία) (2). Γενικότερα οι προτάσεις (1), (2) δίνουν: 
ο Ξ 1ενενα) όχι 


α)Εοα (κ) ὀχκν νοκ Εν Εν (α) ἀχ, όπου Έτ, ξανε ει Εν σταθερές πε- 


α α 
περασμένου πλήθους. 


Πρόταση 3. Εάν Ε(κ) συνεχής στο [α,β] και ξΕία.β) τότε ισ- 
χει: /Ε(κ]άχ -/Σε[κ)όχοΓ ε(κ) ἀκ. 

α α ε 
Απόδειξη: Επειδή {(κ) συνεχής στο [α,β] υπάρχει το αόριστο 


ολοκλήρωμα αυτής και έστω /Ε(Χ)άκ - Ει(Χ) όπου ΣΧ) µια πα- 
ᾳάγουσα της 5. Τότε Βα έχουµε: 


/Λε(κ)ὁκ - Εν(β)-Ει(α) (1). 

α 
Γε(κ)4όκ -- Εν[Ε)-ενία) (2), είκ)άκ - Ει(β)-Ει(Σ) (3) 
α εξ 


"Δρα {ΣΕ (κ) όχεΓ Ε(κ]άκ - ιβ) -ειία) - /τκ)άκ. 
α ε α 


6-4. Ὀλοκλήρωμα και διάταξη. 

Πρόταση 1. Εάν Ε(κ) Σ0 και συνεχής Υ χε [α,β], τότε ισχύει: 
{δε(κ)άκ 50 (α «β). 

Απόδειξη: Από την πρόταση” 645 έχουµε ότι υπάρχει ΕΕ (α,β) τὲ- 


τοιο ώστε: 1 είκλοὰ 5 Τ(Ε)(β-α) και επειδή {{Ε5) 20 ἡ Σε [α,β) 





και β-α 20 εἶναι: Ε[Ε)(β-α) 20. "Αρα: ΡΕ) οκ 
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Πρόταση 2. Εάν Ει,Ει εἶναι συνεχείς συναρτήσεις στο [α,β] και 
Βτ(κ) ΣΕε(κ) Υ κ εἶ[α,β]. τότε ισχύει: 


{ει)όκ ο νεο [κ)αχ. 
Απόδειξη: Η {1} --- ᾖἱ [το (κ) κ (κ)]όκ «ο --- α εἰκ)άκεὓ 
ν χε[α,β], όπου Γ{κ) 5 Εν (κ) Γε(κ}ν Π οποία και νσχύει βό- 
ση της πρὀτασης (1). 
6.5. Απόλυτη τιµή ολοκληρώματος. 
Ἠνάκαση Ί. Εάν υπάρχει το ολοκλήρωµα:΄/Ε(χ)άΧ, τῦτε υπάρχει 
α 


και το ολοκλήρωμα: /Ρ|{(ὰ) |άκ και ισχύει 


α 
Ιδε(κ)άκ[ 5. 1τ( κ) [άχ] 
α α 


Πρόταση 2. Εάν {(κ) συνεχής στο [α,β], τότε υπάρχει ξ ε(α.β) 
ατα βυτε” δε(κ)ὰκ -Ε(5) (β-α) 

α 
Απόδειξη: Επειδή ἔ σύνεχής στο [α,β], θα υπάρχει η παράγου- 
σα έστω Ει(κ) αυτής Υ χε[α,β]. Από 8. ΙΑγ8Π48 για τη 
Βι(κ) συνάγεται ότι υπάρχει ΕΕ (α,β) τέτοιο ώστε 5: (β) -ἔα(α)” 
Ξ Ε{(ξ)(β-α). Αλλά ΕΙ(κ) - Είκ) ν κε[α,β] και επομένως 
Εν(β)-Ει(α) - Ε(Ε)(β-α). ρα: 


λε(κ)άκ 5 ΕΕ) {8-α) 
α 


Πρόταση 3. Εὰν υπάρχουν τα ολοκληρώµατα: /5Ε,(κ)άΧ, 
α 


{8ε,{κ)άκ, τότε υπάρχουν και τα: 
α 





Ἡν λεν) Εε(α)4κ 2, 1) ΦΑΑ} εε(κ) 29, 920 νχε [αιρ] 


ᾱ 
Πρόταση 4. Εστω Ε, α «κ «β µια φραγµένη συνάρτηση τέτοια, ὦσ- 
τε να υπάρχει το /’Ε(χ)άχ ν Ἐχιξεε (α,β). 
ξε 
{(κλναν α «κ «β 
Όρίζουµε τότε την συνάρτηση φίκ) - θ1ιαγχ-α 
θοιαν χ-β 
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όπου Θ:.8; τυχαίοι πραγματικοί αριθµο[. Τότε υπάρχει και το 


ολοκλήρωμα /᾿'Φ(χ)ὰχ και είναι ανεξάρτητο των Θ:.θ.- 
α 


Πρδταση 5. Εάν υπάρχει το ολοκλήρωμα: /᾿Γ(χ)άχ µε α «β και 
α 

είναι Γ(κ) 50 Υ κε[α,β], εὖτε υπάρχει και το ολοκλήρωμα 

ϱηΕκ) κ. 


α 


Πρόταση 6. Ἰσχύει: /;Ε(κ)άκ - {5 Είκ-ε)άκ, ν ΕΠ. 
α -- 


1ΐ.ε 


πρόταση 7. Ἰσχύει: (4 26χ - ο/ Ε(κ)άχ Νες Βὶ 
ᾱ 


ας 


Πρόταση 8. Ισχύει: Γ᾿Ε(χ)άκ - /"Ε(α-χ)άκ. 
0 9 


Πρόταση 3- Εάν Είκ) - Τίζα-κ), τότε 5 Εκ) ἀκ - 2/ Εκ) άκ. 
9 ο 


6.6. θεώρημα µέσης τιµής. 


Πρόταση Ί. (θεώρημα µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισμού) 


Εάν η Τ συνεχἠς στο [α.β; και Ἱπεεί(χ)- µ, αι ΞΜ, τότε 
χε[α,β χε[α,β 


είναι: (β-α)μ 5; Ε(χ)άΧ ς (β-4)Ν 
ϕ 


Απόδειξη: Χωρίζουμε τα διάστηµα [α,β] µε τα διαιρετικά ση- 
μεία ΧιικλκΧλνεεν άγια στα ν διαστήματα [αικα]ν [κλιλο]ν 
ολων [κφαΛ] και έστω το άθροισμα Σ, -(Χι-α)Είξι)ν 
α(κετκα) Ε(ξ1)εννντἴβτκς ο) Ε( Εφ), όπου ξ, Ε{Χρνλς ιν) ὅπως 
ξέρουμε η Ε παίρνει στο [α,β] µια μέγιστη τιµή Ν - 5υρΕ(κ) 
και µια ελαχίστη τιµή µ» Ἰπβίκ). Εάν τώρα στο Σ, αντικατα- 
στήσουµε τις τιµές {(ξ1),Ε(Ε2}ν.«τ(ξ) µε τη μέγιστη Μα- 
Ντίστοικα την ελάχιστη µ παίρνουμε: 
(κατα)µε(κοκα)µη.. «(βαν 1)µ δν Σ (χι α)ΝΕ (Χρ τχι)Με. 
Ε(Β-Χγ. ΛΜ. Και αν πάρουµε τα όρια των µελών έχουμε: 


μ(β-α) :Τ1ΗΣ, ΣΜίβ-α) «-» µίβ-α) 5 ϱ τίκ)όκ «Μίβ-α). 
κντᾶ ᾳ 





κ ας 
Παρατρησή Ί. Πια εποπτική απὀδειξη παίρνουμε απὀ το σχήμα, 
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όπου (β-α)μ είναι Π 
το εμβαδὀν του ορ- 
Βογωνίου αββΓ, 


ϱὗτ[κ)όχ είναι το 


Εμβαδόν του µικτο- 
γράµµου τραπεζίου 
αβΒΑ και (β-α)Η εί- 
ναν το εμβαδόν του 
ορθογωνίου αβεῖ. 





Παρατήρηση 2. Από την πρόταση { ! } συμπεραίνουμε ότι η πο- 
ούτητα ῄ.ᾳ .., περιέχεται μεταξύ των Νιμ άρα θα υπάρ- 
χει µια τουλάχιστο τιµή ἔ Ε(α,β) τέτοια ώστε Ες Γδε(κ]ὰκ - 
«{(Ε). "Άρα ξαναβρίσκουµε και πάλι την πρόταδη 26.5 


6.7. Αλλαγή µεταβλητής- 


Πρόταση Ἱ. Εάν { συνεχής στο [α,β], τυχαίο αλλά ορισμένο ση- 
µείο του [α,β] και χ μεταβλητή του [α,β], τότε ισχύει: 


Γε(κ)άκ - /Γ(θ)49 
Κπόδειξη: Έστω {ιίκ) µια παράγουσα της Μ{κ), τότε εἶναυ: 
Ε(κ)άκ -- Ειίκ)ης και /Ε(θ)46 - Ειίκ)-ενίν) - Εαία)ηοι 
Άρα: Πεκ) - Αίθ)αο. 


Πρόταση 2. Εάν η Τκ),σίκ) και η παράγωγος α᾿(Χ) είναι συνε- 
χείς στο [α,β], είναι δε σί[α,β]) Ξ [α,β], τότε ισχύει: 


εὓτ[σια) ]α' (κ) ἀχ -- /ὔ 5)ϱ(θ)4θ 
α σ(α) 


Απόδειξη: Εάν Γι{κ) είναι µια παράγουσα της {(κ) θα ἔχκουμε: 


Γδε[σ(κ) 1ο) (κ)ὁκ - [ε(σίκ))α (κ) άκ1ῇ - [Γείσ(κ))άσίκ)]ς " 
ἃ 


Σπα 
5 [Π{θ)46/8 - σ(κ)]ὁ τ [σι(θ)]θ - α(κ)1ς 5 [εεισ(κ))]ς - 


Ξ τι [σ(β))-Ει(σία)} - ϱὐ(β)1(θ)ςθ. 
σ(α) 
6.8. Το ορισμένο ολοκλήρωμα σαν συνάρτηση. 
θεωρούμε την συνάρτηση Ε(Χ) µε κχε[α,β] α Κ και έστω ότι 
υπάρχες-το ολοκλήρωμα Γ"Ε(1]άε, όποι Εξ σταθερό σηµείο και κ 
τυχαίο σηµείο του [αμ]. Ορίζεται τότε µια συνάρτηση ως ε- 


Εής: Φ, (κ) 5 Πελάε, κ Ε[α,β] Π οποία ονομάζεται συνάρτηση 





ενός άκρου ολοκλήρωσης. 

Για την παραπάνω ορισθείσα συνάρτηση ισχύει: 

Εἶναι η φιίΧ) συνεχής, αν δε και η { συνεχής, τότε υπάρχει η 
παράγωγος της φς{κ) και ισχύει: 


φία) τιν κε [α,β] -- (ΓΕ Ε)4ΕΙ ς Έα) ν χε [α,β]. 
ε 


εσας) 


και γενικώτερα: { Ε(ε)άΕ}” ς Ε[σα(κ)]σ(α). 
ε 


Παρατήρηση: ΄θµοια ορίζεται και η συνάρτηση: 
ος(κ) -{5Ε()4ὲ Υ κε [αμβ; ισχύει δε σε(χ) --/"ε(ε)4ε - 
α ε 

5 τος(κ) Υ κΕ[α,β]. 

Παράδειγµα Ἱ. Να υπολογιστεί η παράγωγος της συνάρτησης: 
φι(χ) - {ὔτλάι 

Απάντηση: ᾿Εστω Ε(τ) Ξ τί ΕΕ (9) 5 τν, οπότε ενλοι - 

ο 

5 [πε] - ΕίΧ)-Ε(0), "Άρα φο(κ) - {1 94ὲ : Ε(Χ)-Ε(0)-ν 

σο() - σα) κε) τα 

Παράδειγµα 2. Να υπολογιστεί η παράγωγος της συνάρτησης 


φο(α) - { 1οα2τάς 


Απάντηση: θέτουµε Ε(5) - /Ἱοαδτάι -» Ε{ϱ) Ξ Ἰοφ2τ. ΄Αρα 
18 
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Γ1οφἱ2ε)4: -[Ε(Ε)]ή - Είκ)-ΕίΊ}. Επομένως φι(α) - Ε(κ)-Ε(1) 
1 
--φί(κ) - Εικ)(κ”} - 1ος(2χ)(2κ)᾽ - 21οᾳ2χ. 


Τελικά παίρνουμε: φί(χ) -(/ ]1οφ2τάτ)’ Ξ 210ᾳ2χ. 
Ί 


6.3- ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 
"θ0ριο ακολουθίας µε χρήση του ορισµέγου ολοκληρώματος. 


Υπάρχουν ορισμένες μορφές ακολουθιών για τις οποίες το ϱ- 
ρισµέγο ολοκλήρωμα, όπως ορίστηκε κατά ΒΊ9ΠΑΠΗ, δίνει λύση, 
στο πρόβλημα εύρεσης του ορίου αυτών. 

Γιαυτό όταν µας δοθεί µια ακολουθία αμ/νΕΝ µετασχηματί- 
ζουμε αυτήν έτσι ὥστε οἱ όροι της να προκύπτουν σαν τιµές 
µιας συνάρτησης Τ(Χ) για διαφορετικές τιµές του κ. 

Στην συνέχεια βρίσκουμε το όριο του Πρώτου και τελευταίου 
άρου αυτής και διαµερίζουµε το διάστηµα που σχηματίζουν οι 
δύο αριθµοί, σχηµατέζουµε έτσι ἑνα ενδιάμεσο άθροισµα η 0ρια- 
κή τιµή του οποίου είναι κατἀ τα γγωστά το 


{ε(κ)4κ - Ει(β)-Ει(α) που συμπίπτει µε το }ἶπα,, 
: 


ν 
ο ο ο 
ννλαὶ νέα κ] α νοςὢ 


ᾱ- Όνς ὑὰ, 
παράδειγµα Ί. Να υπολογιστεί το Ἰΐπαν µε ας Ξτγτ» ρρτν 
νλνοο . 


Απάντηση: Η αμ/ν ΕΝ γράφεται: 








4 δη" ος 
Ανν ει ινα πες δω 
κ: εξ πι ἃ 


οπότε φαίνεται ότι η συνόρτηση {(Χ) Ξηεηνµεκ- 





».ν δίνει όλους τους όρους της αφ/ΝΕΝ. Επίσης για ν -νῶ α 


πρώτος και τελευταίος όρος της αγκύλης συγκλίνουν στο 0 και 
1 αντίστοιχα και απὀ αυτὸ διαιρούµε το διάστηµα [0,1] ως ε- 
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Ες 3, «0, ν ὁνεεων Ἠντ Ἡ]ν και σχηµατίζουµε το ενδιά- 


µεσο άθροισµα της {ίΧ) µε σηµεία τα δεξιά άκρα του 3,, οπὀ- 
τε έχουμε: 





ἨαΣν - Τπ[ . οὗ 








ντα νντων Τ9 η νοὰ 
χλάκ 
. ος 1 1 1 1 
πα - { απ [Ἴουί!εκ»)]ς - 1οᾳ2- - Ίο! - 
μα ς ἃ ζ ο 8 3 
Ίοα2 κ 1οφ2 
5 --- Ἱἶπα. Ξ πετ» 
νο 


Παράδειγμα 2. Κα βρεθεί το Ίνα, µε 


αν ἐπ λαν τν 1 Ἠτοι 


ν 


Ακάντηση: Είναι Ίοψα,- ἡ1οφ{ 19 ἡτ' )η1οφ[ 1. τσ }εις Ἱσσ(1 νὰ ο] 





οπότε η συνάρτηση {(κ) -Ἰοη(Ίνκή) µε κ - ἰ-ν Ἡ νειινἩ δί- 





γεν όλους τους ὄρους της Ίοψα,, του ν»Ω ο πρώτος και τε- 
λευταίος ὀρος αυτής συγκλίνουν προς το 0 και ! αντίστοιχα, 
διαµερίζουµε επομένως το διάστηµα [0,1] ως εξής: 


ο α εν. 5 1} και σχηµατίζουµε το ενδιάμεσο 


"νι ολο ν 





άθροισμα 


: : 
Ἡν - Ἡς 1ος 1. ἐσ-}ν 1 Ἰοο1ν ἔτ. )ε.ννν -ἰ- Ἰοφί1ς ντ}. 


ν ν 


Επειδή δε Ἰΐπδω -/Ε(κ)όκ - / Ἴοαί1κκ1)ὰχ - 
9 ο 


ντο 


, 
5. [κΊοφί [κκ ολη) τες ἐκ - 


1 


- 19ϱ2-2/1(1- (κε )ὰκ - 1οα2-2.2 π-- Ἡ «1ορ2-2. 
ο 


κ π 
Άρα Ἱϊπα, - ΤΗΣ, 5 Ἡ. «1οφῦ-2. 
νο να ὁ 


6.10. Το ορισμένο ολοκλήρωμα σαν εμβαδὀν. 


“Έστω η συνάρτηση Ἔ ορισμένη και συνεχἠς στο [α,β] µε 
Είκ) 50 ν κ ε[α,β]. ζητείται να βρεθεί το εμβαδὀν Ε το ορισ- 


µένο απὀ το διάγραμ- 
μα της Έ, του άξονα 
των Χ και των ευθει- 
ών χα, Χ Ξ β όπως 
στο σχήµα. 
Η ἐννοια του ορισμένου 
ολοκληρώματος προέκυψε 
κατ αρχήν σαν πρόβλημα 
εμβαδού και η ιδέα οφείλεται στον Αρχιμήδη, ο οποίος εφάῤμο- 
σε αυτήν για τον υπολογισμό του εμβαδού κύκλου, του παραβο- 
λικού τµήµατος και άλλων επίπεδων χώρων, 

Γενικά το εμβαδόν 





ενός επίπεδου χώρου γ. 
ο οποίος περικλείε- 
ται σε µια καμπύλη, τ(β)----' 


προσεγγίζεται µε το 
Εμβαδόν το οποίο πε- 
ρικλείει µια εΥγεγρα” 
µµένη σ᾿ αυτήν πολυγω- 
νική γραµµή. 

Ας θεωρήσουμε κατ᾽αρ- 
χἠν την περίπτωση, ὁ- 
που η Έ είναι γραμμική συνάρτηση, δηλ. Ε(Χ) -ΥΧΩδ, τότε ο 
Χώρος Ε είναι το τραπέζιο ΑαΒΒ (Βλέπε παραπάνω σχήµα),του ο- 


τα) 





ποίου το εμβαδόν είναι; ε- (λα ἄβλ(ρ-α) - "517 (Β) (ᾳ-α) 


’ 
Αλλά εἶναι και Γδγ(Ἁ)ἀκ - / (νκκδ)άκ ς ἵν - «ὄχ]δ- 
α ἃ 


38: «οβ- Ἡη -δα --Σ (β7-αἲ)1δ(β-α) - 
.ῇ (1ο) αδ](β-α) - γβε ατδ. (β-α) - α.δ) αβΙΣ). (8-α)- 





ο ία) κΕ(β) (ας 
2 (β-α) 5 Ε. 
Συνεπώς το εµβαδὀν του Χώρου Ε δίνεται απὀ το 
{λεικ)όχ - Ε. 
α 


0 τύπος ισχύει και΄στην περίπτωση, όπου το διάγραµµα της ϐ 
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είναι µια πολυγω- νά 
νική γραµµή όπως 
στο σχήμα. 

Τότε εἶναι (Ε) - 
(Εν) (ΕΣ) (ΕΣ). 
Ἀλλά βάσει των πα- 
ραπάνω έχουμε: 





(1) 5 ο λεχ)άκ, (Ε.) - {εχ)άκ, (Ε1) - {ὑτίκ)4χ 
α απ α» 


και βάσει της πρότασης 2.366. 3 του ορισμένου ολοκληρώματος παίρτ 
γουµες κ) όκκ) τικ) άκκ ΓΕ (κ) ἀκ - / κ)άκ - (Ε) ο) 
αι α» α 


᾿Εστω τώρα ότι το διάγραµµα της { εἶναι µια τυχαία καμπύλη, 
τότε μπορούμε να δισιρἐσουµε το διάστηµα [α.β] σε ν ἰσα μὲ- 
ρη µε τα διαιρετικἀ σηµεία αχρα2,άαρ..«ναφ.1ν Καὶ ἑστω ΛΑ. 
Λενεε Άν-α τα σηµεία τοµής των ευθειών κ - αι, Χ” ἄδεεε» 
Χαν. και του διαγράμματος της { αντίστοιχα (όπως στο σχή- 
μα). Τότε το ζητούμενο εμβαδόν Ε προσεγγίζεται µε το άθροισ- 
μα των εµβαδών των σχηματιζόµενων τραπεζέων, δηλ. είναι: 





Ὁτ σας νι σσ πὴ 
(εως ΔΙΑ} (αν-α)ε Σα2)ΕΙ9) (αν αν), νε 
Σ(β)-τία (Ά-α. ) - Μαι)» Μία)β-α ; Ξ(α2)κ{ίαι)β-α, 
ο ΣΒ)Τἴαω κ) (βίας) 5 Ζ ν 2 ν 


ο κ ο κκ ο ο. 
νο. (8) - 9τ5 [ε(αι) ΜΡ(αε)τ.. «κέ(αρ. |) «Ε(β) 1: 


Εὰν υπάρχει το |]μήΕν) και είναι ἑνας πραγματικός αριθµός, 
αυτός δίνει την τιµή του ζητούµενου εμβαδού (Ε). 


μας 
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"Άρα {Ε) - Ἠπίε) - 1ἴπ βα [ε[α) «{{[αι)κεννσίαν. ϱ)] ἡ 
νεκῶ νεο 
ο ο κο ο μας 
νκω 


νεο Ἡ. 


τε τρ). ία) βίας γη Σία]ςε(β) ᾷτα ο ϱ 


ντου να 





ν 


Αποδεικνύεται ὁτι 1 -δ58- [γ(α)νΓ(α.)».. ««ἴ(αφ.ϱ)] - 
νντω 





5 Ττπ 
να 


Συνεπώς (Ε) - Τπ(ει) - {1 λεχ)άκ. 
ννγοο α 


ει ο ο  Ο 
α 


γ 


Παρατήρηση 1. 
εάν Σ(Χ) «0 
νΝ χε ία,β], τότε 


το ϱ5τ(χ)άκ είναι 
α 


αριθµός αρνητικός, 
και απ᾿ αυτό αν το 





διάγραμμα της Γ πα- 
ρουσιάζεται όπως στο σχήμα, τότε το εμβαδόν θεωρείται προση- 
µασμένο θετικό-αρνητικό. Κατά συνέπεια για το προσηµασμµένο 
εμβαδὀ θα έχουμε: 


(8) το πκ)άκ - ο ο ΙΟ 
α ἃ αἲ ας ας 


Παρατήρηση 2. 
Εάν ο Χύρας Ε 
περικλείεται 

απὀ τις ευθείες 
χ-ᾱςα- β 

και τα διαγράµµα- 
τα των Τι και 

Ἑα ὅπως στο σχήµα / 
8α έχουμε: 





(Ες ο Τεν(κ) -εε(α) ας. 
α 


Παρατήρηση 3- 
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Εάν ο Χύρος Ε περικλείεται 
απὀ τις ευθείεςγ-α,γ" 
ΞΒ, και του διαγράμματος 
της χ - Τί) όπως στο σχἠ- 
μα θα εἶναι: 
(Εν δε). 

α 
Παρατήρηση 4. 
Το εµβαδὀν του χώρου Ε που 
περικλείεται από τις ευθεί- 
ες Υ -α, Υ : β και τα δια- 
γράμματα των συναρτήσεων 
τα) και Τ2(Υ) είναι: 


(Ες αΙενο) τοσο] 
α 





Παράδειγμα. Να υπολογιστούν τα εμβαδὰ των χώρων των οριζόµε- 
Νων από τις παρακάτω καμπύλες: 

α) Εκ) -κ:-3χαΖ και -0 β) αγ λνκχ- 0. -3 
συ - -ᾱ- αδεια - 2 δ) κέωγ: - 4, χεγὲ - δχ. 
Απάντηση: α) Το ζητούμενο εμβαδόν Ε βρἰσκεται µεταξύ της κα- 
µπύλης µε εξίσωση ν - χὲ-θχὰ12 και του άξονα τῶν Χ ὅπως δεί- 


Χνει το σχήμα. 
ρα (Ε) 5 {ε(α)οχ 
) 
η 


Σηµείωση Ί. Το εμβαδὀν είναι αρνητικό γιατί αν η ολοκλήρωση 
γίνεται στον άξονα των Χ, τότε κάτω απὀ αυτόν είναι αρνητι- 
κὀ, πάνω δε απὀ αυτόν θετικὀ, εάν δε π ολοκλήρωση γίνεται 
στον άξονα ΥΥ᾽, τότε δεξιά απ᾿ αυτόν το εμβαδόν εἶναι θετικό 
και αριστερἀ αρνητικό. 

Σηµείωση 2. Τα ἄκρα ολοκλήρωσης βρίσκονται αν θέσουμε Γίκ)50 


3 : ν 
{5 (1: -2χν2) ἐκ Ξ [σς- 3 νοκ]: εντ 


/ 
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Β) Το ζητούμενο εμβαδόν 
Ε.βρίσκεται μεταξύ της 
καμπύλης µε εξίσωση: 
κ -«2ψέ του άξονα ΥΥ΄ 
και της ευθείας Υ - 3 
όπως δείχνει το σχήμα, 
εάν δε ολοκληρώσουμε 
ὡς προς Υ, θα έχουμε: 


η ος «[ρά].. 
Ε- υκάν - {ογτόν «[οὴ 12 






Υ) Το εμβαδὀν Ε περικλεί- 
εται μεταξύ των Καμπύλων 


µε εξισώσεις γι ---ἕ-- 42 


και γ2 5 των οποίων τα 


σηµεία τοµής έχουν συντετα- 
γμέγες (-4,-2) καν (2.1) όπως στο σχήµα. 


"ρα Ε » {γι γε άκ - {ἱ {- -ᾱ-εδ- ὅ )ὰκ - 
-- ᾱ 


4. 64 
ασε --ι 


ο ὃς κοκ- ᾱ- 12ν - - ὢ .-α-- 
δ) Όι δύο περιφέρειες 
Είναι ίσες και η µια 
διέρχεται απὀ το κέν- 
τρο της άλλης, εποµέ- 
νως Π κοινή χορδή και 
οἱ άξονας κκ’ χωρίζουν 
το΄ κοινό µέρος των πε- 
Ριφερειών σε τέσσερα 
ἔσα µέρη, ἄρα αν υπολο- 
γΐέσουμε το ἑνα απὀ τα 
µέρη, τότε το ολικό εµβαδὀ θα είναι τετραπλάσιο αυτού.βρκεί 
Επομένως να ολοκληρώσουμε την πρώτη Καμπύλη απὀ Ί µέχρι 2, 
όπως δείχνει το σχήμα. 





Συνεπᾶς {3} 5/7 τκτόκ Βέτουµε κ δηµΕ, ᾱκ - 2συντοί 
1 
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και µεχ » 2 παίρνουµεηµεΣ! - ἐ-ᾖ µεκ”- 1 παίρνουμε 


ημῖ .τ -ιἲ- Ξ και τα ολοκλήρωμα γίνεται: 


(1. ᾧ νατππεζσυνταε - πι ουνοται - 
2 - ο 
ο υ-ὓ---- νο 





Τελικά (Ε) 45) - 


6.11. Ο6ΓΚΟΣ ΣΤΕΡΕΟΥ 


᾿Εστω ΟΧΥ2 ένα τρισορθογύὠνιο σύστηµα αξόνων και ἑστω το ε- 


πίπεδο 7 - ἔπου τέμνει 
κάποιο γευµετρικό στερεό 
Σ κατά µια επιφάνεια εµ- 
βαδού Εί:}, όπου ΕίΙ} µια 
συνεχής συνάρτηση στο κλει- 
στό διάστηµα [α,β]. 
(Σχήμα 1). 

Διαμερίζουμε το διάστη- 
μα [α,β] µε τα νε! 

σηµεία απ ον ἔν νέα, 









κ τριων, - 
ο. ντα. ἓν 
Ξβ ορίζουμε ἐτοι ν διαστή- 
: β-α γ 
µατα πλάτους ὃν « ὖπα. δ 





Επειδή η συνάρτηση Ε{Ε) είναι συνεχής στο [α,β] Θα είναι και 
σε κάθε διάστηµα [ες νερο] Ξ [α,β] µεκ Ξ Τ,ὄνιν«νν. Επομένως 
π Ε θα έχει Κάποια μέγιστη τιµή Μκ και µια ελάχιστη µι αντί- 
στοιχα στο [α,β]. 

Αν επομένως Η. εἶναι ο ἀγκος του στερεού Σ που περιέχεται 
µεταξύ των επιπέδων Σ -ἓ,ιι και ε - τς, θα ισχύει! 

δι εν σδΝ, 
Σχηµατίζουµε τώρα τα αβροΐσµατα; 
ν ν 

ο δρ και ὃν Σ δΗ, 


κει κ 





οπότε ο όγκος Υ του στερεού Σ θα βρίσκεται στο εν ςξ.. 
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Επειδή δε τα αθροίοµατα 5, και ξ, έχουν κοινό όριο το 


ΓΡΕ(ε)άὲ θα είναι! ν - Τὸ Ε(ε)άε (1) 
ᾱ ἃ 


6.12. ΠΓΚΟΣ ΚΥΛΙΝΔΡΟΥ ΚΑΙ ΚΟΜΕΥ 


“Εστω µια κυλιγδρικἡ επιφάνεια µε οδηγό, 
μή γ. οι τοµές της 
ν µε τα επίπεδα 
ρωσ. 
ναι ἴσες. 
Άν υποθέσουμε ότι εί- /. 
ναι εμβαδόν Ε τότε το πλ 
στερεό που έχει βάσεις 
αυτές τις τομὲς έχει 
όγκο µε βάση την (1), 4 
ντ σδεάς ς εράε « Εε[Δ - ε(β-α) 
α α 5 

καν αν β-α - υ έχουμε: ν- Ευ {2). 
ϱ τύπος (2) δίνει τον όγκο κυλίνδρου,πρίσµατος κ.λ.π. µε ου” 
δηγό κλειστή γραµµή που είναι κύκλος, πολύγωνο κ.λ.π. 

Αν το στερεό 4 / 
έχει οδηγὀ την 
κλειστή γραµµή 
(γ). (σχήμα 3). 
Η τοµή της µε 
το επίπεδο Ζ5υ 
ἔχει εμβαδὀὸ Ε 
και αν Ει εἶναι 
το εμβαδό της 
τοµής της επιφά- 
γειας µε το επί- 
πεδο 7 Ξ Τ τύτε 


κλειστή γραµ- 











Σ 
β 











ισχύει: ττ 535 αι -Εὖτ 

(ο λόγος των εµβαδών εἶναι έσος µε το λόγο τών τετραγώνων 
των οµόλογων υψύν]. 

Αρα ο ὀγκος Υ του στερεού που έχει βάση την Ε είναι 





ευ» 
τπσπ τπευ 18) 

0 τύπος (4] δίνει τον όγκο κώνου,πυραµίδας κ.λ.π όταν η ο- 
δηγός της κωνικἠς επιφάνειας είναι κύκλος, πολύγωνο, κ.λ.π. 


6.13. ΟΓΚΗΣ ΣΤΕΡΕΩΝ ΕΚ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ 


Ἔστω Γ η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης που είναι ου- 
γεχἠς στο [α,β] 
και έχει τύπο 
Υτ έίκ). 

Η περιστροφή της 
Γ γύρω απὀ τον ᾱ- 
Έονα χχ’ ορίζει ἑ- 
να στερεό εκ περισ- 
τροφής (Σχήμα 4). 

Η τοµή του στερε- 
οὐ αυτού µε κάθε ε- 
πίπεδο κ - ἓν 
εΕ[α,β] ορίζει ένα 
κυκλικό δίσκο µε ακ- 
τίνα {(Ε) και εμβαδό 
π[ε) 11. 

Επειδή η 1 εἶναι συνεχής στο [α,β] θα είναι συνεχής και η 
π.Ἠ{ε) στο [α,β]. 0 όγκος Υ του στερεού ϐα είναι: 





πε (κ)όκ - π) (κ) ἀκ 


6.14. ΟΓΚΟΣ ΣΦΑΙΡΑΣ 


Στο επίπεδο κΟΥ θεωρούμε ένα ημικύελιο µε κέντρο την αρχή 
των αξόνων και µε ακτίνα ϱ και του οποίου ἠ διάµετρος βρίσ- 
κεται πάνω στο Χ΄Χ. Αν το ημικύκλιο περιστραφεί γύρω απὀ το 
Χ’κ παράγεται σφαίρα µε κέντρο το 0 Και ακτίνα ϱ. 

ϱ όγκος αυτής της σφαίρας είναι 
Υ 5 πε (κ)ακ - πῃς(νρ) -κ2)λάκ - 

τρ τρ 
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πήν(ρὲ-κε]άκ - πρε [α]1-π[ η 1) 3 
τρ 


-ρ -ρ 
ας ο πᾶ . 
5 πρ (ρ9ρ) -πί τε 5 2προ- 399: Ξ 
πρ» πρ» 
ΞδρΕ πο πρι, 


Σηµείωση: Μ συνάρτηση Εξ µε Εκ) -ήρΣ-χὲ, χΕ[-ρ,ρ] είναι η 
γραφική παράσταση του ηµικύκλιου, 


ΚΕΘΟΔΟΙ ΕΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 


6.15. !) Μέθαδος αντικατάστασης 
11). Μέθοδος παραγοντική 


Για την καλύτερη κατανόηση των μεθόδων βλέπετε "Άλγεβρα 3 
{Α.ΚΟΥΚΛΑΔΑ - Π. ΓΕΩΡΓΙΑΚΑΚΗ) Λόριστο ολοκλήρωμα. 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


θέμα Ί. Ἡπολογέσετε τα παρακάτω ορισμένα ολοκληρώµατα: 





α) /χταχ Β) /Ὁ πμκάχ 
α ον 
γ) Γ΄ Ἰοφχάκ δ) /΄΄ εφκάκ 
ο 
. 
9) τός- στ) /17σιν(νκ) ἀκ/ν ΕΝ 
ϱ ο 
να «4 
ο) ο" πμκάκ/ν ΕΝ 0 Επονσ 
5 αἱ 
Απάντηση: α) χουμε: /7χλάκ Ξ κκακ]ὰ κ [318 «τν 
-ᾱ (81 -α)). 
.. 


α . 
η  ϱ τν ο λαῇς α 
β) ο πμχάκ » [ζημκάχ]ς 5 [γσυνα]ς »' "συν -ἴ-ουνῦ) 


5 συύνο Ἐ 1 

) ϱ2Ἱουχάκ - [κί1οφχ-1)11 - 2(1992-1]-1(1991-1) - 
1 

Ξ 21οᾳξ-2«! - 219921 - Ἰοφβ-1. 


2865 


π π 


Ξ 5 
5) / ερχάκ - |-]α κ. 5 -Ίο ᾱ- «Ιοφσυνθ - -Ίοα-- 
εφ [Γ]οα(συν ης Ύσυν -Ἡ- «Ίοβσυν. α 


«1οα] --Ίοφ]«1οφ2 «Ἰ9φῦ. 


1 ς ος -- ἃ 
1) μας ο Ε Τπεάκ)ὸ - Πορ οκ] - 199 -1οφΗ - 
Ξ Ἰοφ). 


1 
στ) ϱ συν (νχ] αχ - [11νὰ 1ὲν. 
ο Ν ο 





ϱ) ο)" Ἠμκὰκ ω ἔσυνκ]ὴ” Ξ -συννπασυνο - {-συναν, 
αν ν ἀρτιος, θα είναι 1-1 - 0, αν ν περιττός, θα είναι: 
τς τ 2, 

κ Φημθά ο. ρπ ἀ(ἀσυνθιδ), . ἀ4συνθιθ) -α. 
ο πάσι ο. . 


ο 5εάσυνῦ ἄσυνθε 


Ξ -19φ(514συνθ) /" - -Ί9αίδ-4)«1οβίδι4) - -Ίοφ]:1999 - 1οφθ. 


θέμα 2. Ὑπολογίστε την τιµή του εμβαδού του Χώρου Ε του επι- 
πέδου, το οποία περιέχεται µεταξύ της παραβολής µε εξίσω- 
ση Μ(ὰχ) -Ἀχε και της ευθείας µε εξίσωση Ε,(κ) -2α/α 30 
(εννοείται και του άξονα των Χ). Σύντομα: 
εκ) - ὅκ" µε χέ [0,2α].. 
3 


Απάντηση: 

Η τιµή του εμβαδού 

δένεται απὀ τον τύ- ! 

ποι { Ι 


(Ε) - ὄσηκεοκ νὰ - 
ο | 


2α., 
ἃ χλόκ » σ Ξ 


ο... δρ 1λλ κ 1λ) «σα -οἳ - 8α”. 
ο 


θέμα 3. ΄Όµοια για την συνάρτηση Γ/κ) - συνα µε; χε [θ, ὃ ] 
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Απάντηση: 
εχουμε: 
(Ε) ε ϱουνκακ - 
ο 
Ξ ας 
ο 





5 
5 ημκ]ζ 
ο 


-ημ-ρ--ημ 1 


θέμα 4. Να βρεθεί το εμβαδόν κύκλου ακτίνας α. 


ἁπάντηση: Γνωρίζουμε 
ότι η εξίσωση του κὺκ- 
λου είναι κ31γ” 5 αἷ 
µε κέντρο την αρχή των 
συντεταγμένων και ακτί- 
να αᾱ. Επομένως για τον 
υπολογισμό του χώρου 
(επίπεδου) Ε, το οποίο 





περιέχεται µεταξύ του διογράµµατος της καμπύλης µε εξίσωση 
εκ) - /ἄΤ-χξ και µε χε [-α,α] (και του άξονα των κ) σρκεί 
να υπολογίσουμε το ορισμένο ολοκλήρωμα /-ήα1-χὁχ 

-α 


Δηλαδή: {Ε) -ϱ γα” -κλάχ 


-α 
Καταρχήν υπολογίζουμε το αὀριστο ολοκλήρωμα //α:-κ2άχ 
θέτουµε κ - αγ και συνεπώς 3 «4 δηλαδἠ ἂκ : αάγ. 
Μετά απὀ αυτό παίρνουμε: 

Γ - /νατ-κξὰχ - /ναξ-αΣγξαᾶγ - αξ/ήΤ-γΣάγ. 

θέτουµε τώρα γ - Πμθ, οπότε ϱὐ Ξ (ΗΗΘ)΄ - συνθ και επομένως 
1 - αἲ Γν1-ημτθσυνθάθ - αἲ Γσυνθ(ηµθ]΄ἀθ Ξ αΆ (συνθημθ- 
-Γημθ(συνθ) 4θ) - α) (συνθηµθ: /ημ764Θ) - αὖ (συνθηµθ» 
«{(1-ουν28)466) Ξ αξ (συγθηµθ«θ-/συν”θ4θ) - α”συνθημθ/α7θ-1 
21 ς αἲ(ημθουνθεθ) --1 - αἲς 1148 κ δ.}. 
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Τα άκρα ολοκλήρωσης καθορίζονται τώρα όπως παρακάτω: 
Είναι: -α ψχ ὅᾳα -ν -ᾱ {αγ όᾳ --ν- -Ί3Υ 41 και επειδή Υ - 


π π 
Ἓπμθω ο σθσρ. 


α 
Παρατηρούμε ότι: 1) σγταν -/7 ουν 949. 
ὦ « 
α τσ 
τς ἁρᾳρ.[1μ2θ, θ1Σ  π.π π 
Άραῖ/. συν’ θ49 [η εν απ --Σ. οπότε 





3 
και το εμβαδόν του κύκλου είναι πα”. 





θέµα 5. Να υπυλογιστεί το εµβαδὀν του επιπέδου χώρου του πε- 
ριεχόµενου μεταξύ των γραμμών µε εξισώσεις αντίστοιχα: 
ξα(κ) -- 2κΣ και Ρε(κ) - ἃκ-1. 


Ἀπάντηση: Όι γραµµές µε εξισώσεις Εα(Χ) - Οχ- και Ε2(κ) - 
γ΄ ν 





Ξ 3χ-]Ἱ έχουν σηµεία 
τομής τα Μι{-}:, 2.) 
και Με(1,2) και 

κε [- μ]ν τες) ε 


ΣΡε(Χ)ν 
θα έχουμε: 





{θκ-1 -2κελάκ ος 


54 Ἰχάχ- {ολ 2/Ἴχεάχ « [ 
[ νετ 


Δι 3 
κει 





θέμα 6. θεωρούμε τις καμπύλες µε εξιαώσεις ανείατοιχα {ι[κ) - 
5 «κάν καὶ Μ1(Χ) τῇ κ’ «Εν ον οποίες εἶναι δύο παραβο- 


λὲς µε σηµεία τοµής τα Τι και 12 µε τον άξονα των κ και 
τετµηµένες αντίστοιχα Χ - -ὂ και Χ- 2. Εάν οι κορυφές των 
καμπύλων εἶναι κ. και κ; µε τεταγµένες αντίστοιχα Υ -4 
και Υ : Ἰ να υπολογιστεί το εµβαδὀν του Επίπεδου χώρου που 
βρίσκεται µεταξύ των τόξων Τικι[2 και Γικο]. 
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Απάντηση: Επειδή Γ.(-κ) 5 Γα(κ) και Γα(-κ) Ξ{ε(κ) Υ κεΕ ἐπε- 
πεται ότι κάθε µια απὀ τις Γα,ΓΣ εἶναι ἄρτια συνάρτηση και 
ότι απ᾿ αυτό ἔχουν γ 

ὀξονα συμμετρίας 

τον άξονα των Υ. 


Ἀρκεί λοιπόν να υ- 
πολογίσουµε το εµ- 
βαδόν του γραµµοσ- 
κιασµένου μέρους, 
και να το διπλασιά- 
σουµε. Επειδή για 


γ 


Μι(κ) Ἐξο(χ) θα έχουμε: 


κε [θρ,2] είναι 





(ΕΙ - εκαναν κε τος 31. γάκ ς ϱἳ τ38- 4χι 
ο 4 σ 4 ΐ 
3 προ ο δν, τς αδ ος δ ο 
αρ θθα κ [η λος ο. 


και επομένως το ζητούμενο εμβαδόν θα είναι: (2Ε) -Ξ 8. 


θέµα 7. θεωρούμε την συνάρτηση Τ µε τύπο: 


Εκ τησ (κ: 
Ες Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά 
2. Να οριστεί το εµβαδὀν του επίπεδου χώρου {Ε) -Ε{λ), το 
οποίο περιέχεται μεταξύ του ἄξονα των Χ, της καμπύλης και 
των τεταγµένων δύο σηµείων µε τετµημένες χ - 2 και κ 
.λ κο... 
Στη συνέχεια να βρεθεί το Ἰϊπείλ), αν λ"νῶ. 


Απάντηση: Το πεδίο αριομού της Γ εἶναι το Ε- (-{!). Παρατη- 
ρούµε ἁτι Μί-κ) ΞΓ(κ) Υκεξ- {-1,Τ], και επομένως έχει ὡς ᾱ- 
Έωνα συμμετρίας τον άξονα των Υ. Επομένως αρκεί να μελετηθεί 
οτο Γ0,.ῶ ) µε εξαίρεση το σηµείο Ἱ και στη συνέχεια να συµ- 
πληρωθεί µε την συμμετρία ως προς τον άξονα των γ. 


" 


ο ο ο ο ο ο 








ο ος κ λος 
(κ. [1 
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και στο πεδία ορισμαύ της. 
Παρατηρούμε ότι ΤΕ’ (κ) -Όαν κ-0θ (κ 1) και Γ’(κ) 20 για 
ασκσ1 και Ε’(χ) «0 για κ»1. 
Είναι δε πεί κ) - τω και Ἰϊπε(κ) - ῦ. 
α»1 ανω 


Καταστρώνουµε τον παρακάτω πίνακα μεταβολών: 








κ ο 1 ο 
ωσ Π πο ας Ξ 
τα) 2 το πῶς π-,. ἃ 








Η γραφική παράσταση: 
2. Για να υπολογίσου- 
µε το Ε(λ) παρατηρού- 
µε ότι είναι: 


Ελ) ο τάτττ νε απ) έκ». 


(αχ. 1) 











κκ δριδες «Ἡλ. 
εδ α-τ 


κ-ῖ κε 
8 αι εσας 
καν εἶναι Ε(Λ) -Ἡ-, αφού 





Βέμα 8- θεωρούμε την συνάρτηση Ε µε τύπο Εκ) Ξ χ’-δχίκθα. 
Να υπολογιστεί το εμβαδόν του επίπεδου χώρου που βρίσκεται 
µεταξύ αυτής και του ἄξονα των χ. 


Απάντηση: Η καμπύλη τέμνει τον άξονα των κ στα σηµεία κ --0 
κ. ὃ και κ- ἆ και για κ-έω Εκ) "-ω. 

Παρατηρούμε ότι Ε’ (κ) -3χ3 - 12κιθ και 5’ (κ) - θκ-Ί12. 
Είναι Ε΄) 20 για κ»5 5 καθώς και µε κ« 


ναι Εκ) «0 για δε εκ «δ.ΠΣ. 


Αα 











Στα σηµεία κ Ξ , επειδή (σ-- ον 20 υπάρχει ελάχια- 





6- πξι 


το και επειδή {{ το) «ϐ υπάρχει μέγιστο. Το απµείο κ - 


Ξ 32 είναι σηµείο πι 


Για Χ22 η καμπύλη στρέφει τα κοίλα προς τα ἀνω κοι για 
19 
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θςκ «2 στρἐφει τα 

κοίλα προς τα κάτυ. 

"Έχουμε συνεπώς την 
παρακάτω γραφική πα- 
ράσταση. α 
ζητάμε το εμβαδὀν του 
γραμμοσκιασμένου μέρους. 

8α έχουµε: 





{32(ὰ» -ὅκε κθκ) ἀκ- / (κ. -δχε εβχ)4κ - ἃ- -2κλκεχε]1. 
9 2 ο 


{44 εκ κε ή. ενα ς 8, 
3 


θέμα 9. Να υπολογιστεί το εμβαδόν έλλειφης -ᾱ ἅτν δτ- 1» δηλα- 
δή µε κέντρο την αρχή και ημιάξονες α,β. 


Απάντηση: θα ζητήσουμε (λόγω της υπάρχουσας συμμετρίας) γα 
υπολογίσουμε κατ᾽ αρχήν το εµβαδὀν ταυ χύρου που Βρίσκεται µε- 
ταξύ της καμπύλης { µε 


τα) τ  πεσε[-α εκ κα) καὶ του ἄξονα των κ. 
Δηλαδή: (Ε) πα ναττκεακ - .... Υ:4Υ µε γ - αχ. 
θα έχουµε: αλ ήσσεον 5 αβ. 5: πο 
(όπως είδαμε και 
στο αντίστοιχο θὲ- 
μα εμβαδού κύκλου). 
Επομένως το εμβαδόν 
της έλλειψης είναι: 
(Ε) τς παβ. 





θέµα 10. θεωρούμε την συνάρτηση Ε µε τύπο: 


ει) τ κελν ποτε 

1» Να μελετηθεί και να γίνει το διάγραµµα αυτής. 

2, Δείζετε ότι υπάρχει πλάγια ασύμπτωτη Δ. 

3, Κα υπολογιστεί το εμβαδόν Ε(λ) του χώρου που βρίσκεται 
µεταξύ της καμπύλης, της ασύμπτωτης Α και των παράλληλων 
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ος τον άξονα των ν µε τετμημένες 3 και ὶ (123). 
4. κα βρεθεί το 1 ΗπΕ(1). 
-. 








Λύση: Ί. Πεδίο ορισμού της { το Ἑ-{1). Ἡ παράγωγος της Γ εί- 


ναι ο) τα σὲ - 5 ΣμΗΛΞΙ. ν κελ-ίτ). 


Είναι Ε΄ (χ) 20 γιαχκ»ὰήκς] και Γ΄ (Χχ) «0 για Ί«κςδ. 
χουμε τον παρακάτω πίνακα μεταβολών. 

















κ | -ω 1 3 ον 
τα) - - . 
τικ) | -Ἡ 2 πω το -ν πίπ ΡΕ ΝΤΊ 
2. Επειδή Ἰ1π(α) -«ω η εὐθεία κ - 1 είναι ασύµπτωτη. 
λε 
Παρατηρούμε ὅτι {{κ)-(Χε1) 5 [κ τηε καὶ είναι 1)π[ε(Χ) -κ-τ]« 


λα 


0 και άρα η ευθεία 

ἃ µε εξίσωση Τ(Χ) 5 

5 ΧΙ εἶναι µια πλά- 
για ασύμπτωτη της {. 
Επειδή δε Γκ) -(κ»1)20 
έπεται ότι η Δ βρίσκεται 
κάτω απὀ το ὃ διαγράµµα- 
τος του 8, Το διάγραμμα 
είναι το διπλανό. 





3, Για τον υπολογισμό του γραμμοσκιασµένου χώρου έχουµε: 


λ 4 λ λ ἆ 
Ε(Λ) - { (χίς τα) ἀχ-ᾱ (χε 1)λάκ τπτ" 
: σ-τ ς { ἴκ-ῃ 
ο μμ 2λ-6 « 
κ. [ο] τπτ στ το νὸ τ Έλσε και πΕ(λ) - 2. 
ία Ἱ τς Ἂ λτοο 


θέμα 11. Εάν η Ε εἶναι συγεχἠς στο [-0,6] και ισχύει Είὰ) - 
- -Ε(-κ) αντίστοιχα Ε(κ) - Εε(-κ) ν κ,-κ ε {-θ»θ] τότε: 





1ν 4) Ε(κ)άκ τ Ὁ αντίστοιχα 2. /Ε(χ)ακ : 2 [ε(κ)ακ 
-ᾱ 9 





Απάντηση: 1. Είναι {᾿Ε(χ)άΧ Ξ { τ(κ)άκε/ Ε(Χ]ἀκ. 
.» -ᾱ ο 


«Εστω το {Εε(χ)άχ θέτουµε αχ Ξ -ἓ, αχ 5 -ᾱξ, Εκ) 5 εί-ε) - 


-8 
5 -ε(ε) (γιατί π Ε περιττή), οπότε παίρνουμε: 
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ο ο. 
ο 


Επ ίκλάκ - ϱείε]άε - .... Ξ 
τε -ν 
"Αρα τελικά παίρνουμε: 








δε(α) ἐκ πα )όκκ) Εκ)άκ Ξ τα Ε(κ)άκεϱ)(κ)ὰκ -0 

-θ 8 ο 

2. Εἶναι {πίχλάκ ς 0 Εαλάκοοὸ Ε(κ)άκ και αν θεωρήσουμε το 
-ᾱ -θ 

Αδεάκ µε κ -ε-ν ὁχ ς -αε, ΕίΧ} ς Ε(-Ε) ς Ε( 8), οπότε: 

. 


οδεάκ - -εα]ε - -ο(κ)άκ. 
νι ’ η 





Ελ εκ) χε δε(κ)ὰκ - 





Άρα τελικό παίρνουμε: / 
-ᾱ -ᾱ 0 
στά Ε(κλαχκ, Εκ)λάκ τ εκ) κκ, Εκ) ακ - 2/9 (χ]οκ. 
9 ἃ 0 9 9 


θέµα 12. Να βρεθεί το Ίἶπα, µε: 


απ 3 
1 





α- -ᾖ- Πλουν 


Ἀύση: θεωρούμε την συνάρτηση Ε(Χ] - συν πχ µεκ-ο,-ῖ., 


ή πτ ο η αποῖα Ῥένει ὀλοις-τούε ὁρούξ- τηε α ΜΝΕΝ. Για 
ν 25. ο πρώτος και τελευταίος όρος της α ννεν συγκλίνουν 
στο ϱ και 1 αντίστοιχα" διαμερίζουμε πο νενως το διάστηµα 


1 2 γ-τ 
σα πο 


µε το ενδιάµεσο άθροισμα: 


0.1] ως εξής: δ. 5 {0, ΣΤ} και σχηµατίζου- 








ερ. τρις .π ον 
Ἐν τη σὺν 0. η συνή ῄ-ε.. ασυνΣ ὃς 
Επειδή δε }ης. - /1Ε(Χ]όχ 5 /συνίπκακ - 1 1 συνζπα ᾳς 
η αν το ᾖ ος 


1 κ; μι συγὸπκ η ο Ἡ δις 
πα πο μς ο ο... 
ο π 2 2" 4 σι 


θέµα 13. θέτουμε (18κ) -ευτεικεςμκ2κ...ες κἩ (1) 
ν 


Ἡροσδιορίστε το άθροισμα ζυ» ϕ 6): 1 6)... κ φίῃ ος 5. 


Απάντηση: Ολοκληρώνουμε την {1} από ϐ έως 1 και παίρνουμε: 


ο ..-- 





κας κ ]άκ-ν 
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--- ο Ξ να 
σα 1ὰ τ [Ένανον ἆ- τος ἅν πνεην Ύπγῆς 
ος ο ο ος Ἡ Ας 
στσνε “σε νε σσ 
θέµα 14. Εάν νΕΝ, δείξετε ότι: «ΓΣ 4κ«Ἡ συµπεράνε- 
π ο ο] γεῖν κ ν 
τε δε απὀ αυτό ότι το ἄθροισμα 19 } 9 { ..-.. } βρίσκεται 


μεταξύ ]οα(ν» 1) και Ἰομνεῖ. 


Απάντηση: Είναι γνωστό ότι  ΧΕΒ ισχύει ν«χ«ν»Ί, άρα: 


η «ᾱ-«ἰ- και βάσει της πρότασης { } του ορισμένου ολοκ- 


ληρώματος έχουμε: /Σ στη 4χ« αν Φακ κ. σττε 
ν ν 
στὸ -ἀκ «γετ (1) και αν στην {1} θέσουμε ν -Ίνδν 


ν 
ΣκττΗΝ παίρνουμε: ὁ «{ 
Ἡ 


Εν ρν 1 1 Ἡ οννι 
σεν πάς «γόςο γη { Ίὰκ«Ἡ και µε πρόσθεση ἑ- 
ασυμεῖ κ Ἡ-ν - α- ϱ3 ἡ- ἀκε/) -ᾱ 4κν. ο ᾱ- ᾱκ . 


μσ 
Ἔ 


"0μοια παίρνουμε: α αν ο 





1 τας 
ἀννλσφο ἆἀχ «1» 


ΐ 1 
ζ σας 
σπορ)» ου ο . 
Συνεπώς ισχύει: Ἰοφίν.!) «1 γενν γ «Ἰοφν»1. 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. 
1. Να υπολογιστούν τα παρακάτω ορισμένα ολοκληρώματα: 


8 κ.ε! σείσας 
μα. τν αχ 


τοχ 


ον ο 4 
3ι ὁ μα -» ἂχ 4. όρος. πα) 4 





{ 
ο 
6, /1κοἳ αν δ./ 
-α ο 
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τι {Ἱκλ-1]άκ 8. {η Τσκτὰκ 
ο ια. 
3 
ο, οἳ Ατημχόκ 10. Γκ [ημκ]άχ 
ο. ἑ 


2. Δείξετε ότι: 


1 ἤ 4χ εκ 
Ίνσς ϱ) πτχᾶτττ επ 10 8 ο. 
2 ο 4 χδαχ' Ξ 2.0 τς σῦτα 4χ 2 
α 11χὴ ΐ 
δα αν πι 4.0 βἰημκόκ «ας 


3. Λείξετε ότι Υν χΕΒ᾽ ισχύει: 


Ἡν 0 «χ-Ἰοφίαν!) «ᾱ- 2. συυκ»!- ὃ-- 8.κλημκὸκ- Ἡτ 


: 
4. ΄0μοια ότι: 0 «αἆ πως κοκ «ὸ ημχαχ. 


νι ιν ος ο ο μ” 
5. Αποδείξετε ότι αν α,βΕΕ Ες παν, τσατὰ 4χ20 


και κατά συνέπεια ότι: Ἰοα(Ίνα]«]οφ(19β) » Ίοαί]α»β). 


6. '0μοια αν α 20, ϱ20 ισχύει! {) ϱ(19Χ) 7 -ρὰκ »0 και κατά 
συνέπεια δείξετε ότι: (19α) ’ 5 Παρα. 


7. Εάν αιβιΝΕ Ν΄ και ϱ»! δείξετε ότι: 
ΕΣΚΑ) Αλ «κρ 1]άε 20 και συµπερασµατικά ότι; 


α 
(α1β«Υ) πα” 2 (α»β) νε (ανγ) 


Β. Αποδείζετε ότι { Ἰοβ(ν-1)« ᾗ Ίσ9ν «/’ Ἰοφκάκ «Ίοθν και 
νά 


ουμπερασματικά ὅτι: 0 «Ἰο(ν!)-/Ίοφχὰκ «-ἶ-1ορν 
1 


4. Αποδείξετε ότι: 


π 


ο ο  -... 
ο απ. το ουντα 4 


δα. 
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συν Ἴχσυν (νκ)ἀκ Ξ κ 4. εσχε χἴάκ «ο 


α 
δν . 
ο -α 


δε ος / ο πίοχ «1 6. /Ἰκείαμκ) ἀκ -δ- ΓἉε(ημχ) ἀκ 
9 0 ϱ 


10. Να βρεθούν τα παρακάτω ὁρια ακολουθιών µε τύπους: 


α [αλ ο) λίαν 2ο) Ἓννωκίαν ἨπΙ 1] 








πα απ 





11. Αν η { είναι συνεχής και είναι Γ(α.β-χ) 5 Τί(κ) δείξετε 


ότι /ὀκγίκ]ὸκ - Γδείκ)ἀκ 
α α 


12. Αν η Τ εἶναι περιοδική περιόδου {, ισχύει: 


{πε κ)ὰκ -- Εκ) ὁκ 
ς ο 


13. Νε τον ορισμό κατά Ἀἱαπᾶπη να υπολογιστούν τα ολοκληρώ- 


ματα: 

ἓν 1 ἂς οκ 2: 5 πημκὸχ 
ο α 

8. /συνχάχ δὲ 0 ΧΑ φκ/α.8 «ο 
α ᾱ 

δε / Ἰοακάκ/α,βΕΒ᾽ 6 /κλάκ 


α α 


296 


14. Να βρεθούν τα εµβαδά των χώρων των οριζοµένων απὀ τις 
παρακάτω καμπύλες: 
1 Υκλ νθκ-Ίή, κ ὃν -δ5δΥ-0 
2, ΥΣ Αχ ΕΥ 0, κ-θ,κ- 3 
πμ. 
8 στ τν κ τ Ίνα τον 5ο 
4, ΥΣ κ.-λχεν - 0 
δ. Υὲ 5 ἐκ, ν  Έκ-ᾱ 
6. χ - Β42γ:-γ., κ5ο,Υγ 5-53 
7.ΥΞ Χ/ΊΤχκ,ν-ο 
8. Υ Ξ κε, κ” - κΥ. κΕΕ. 
9. Υ) -ὂκ, Υ. « -ὂχεδ2 
10. 5 -κλεδκν - κ 
ΤἨν ΧΥ 2 Υ ΧΥ0 
1. Υ - κδνδκ Υ -3χε 
149 γὲ Ίνα γὲ - 1-2κ 
14. γ: τ ὅκν Υγ: τ ἀχ-χὲ 





15. Να υπολογιστούν τα παρακάτω ορισμένα ολοκληρώματα: 





1 κ οχ 
ανα αλλ τκλλ οκ ἓι 
. ἃπ 
3, ἲε ὃμκ 4. 5 ηµκάκ 
αά - 
ἀ 5 
6. ο τς 6. Γβ]οφχᾶκ 
η. Ἡ 
7. ϱ2{ὰ1«1)κεάκ 8. αν ατχεόχ 
8 ο 
9. ;Ίχε /κτ-χξάκ 10. ϱσκλεΧ οκ 
1- ο 
16. Δείξετε ότο: 
ἆ 
: 
Ίν ϱἳ κλημδκάκ «ὃ τᾱ 2. κεηµκόν - π. 
ο 9 
8ὲ 3 ουν θοθ . κ. ὗσυν 'Ἴθθ .... δωβ. 
ᾱ. ϱημ'θαβ - {ξημ» 20αθ «ιν - μον τν-2 
ο 0 





σα ωἲᾶ 
Είναι δε Ἱρ - 1 5 5 και ἵι 





Ῥάσει αυτών δείξετε ότι: 


ϱἆ συν: 94ο «Ε) πιὃοο- δν 
3 να 
{5 συν” ..39άθ «7 η Έα - 
ο ο 





11. Βέτουµε 1, 5 /πμ"8συν"Θ6θ µε µ,ΥΕΝ. Δείξετε ότι: 





Ἡ  ς πμ) 1θουν” 8 να ι ὦ 

μον ων ο μα εονςεναν 

Ες αμ” Ἴβαυν” Θ, ν-ἲ 1 

μεν τι τν ὀμν-ό δα 
Ξ μοι 

ο. αμα Σταν 





και απὀ αυτά ότι: 





πιο ντ ϱὃ µρ ο μνν-.. 
: Λμ”θσυν θ49 "µε ἳ ημ'θσυν θάθ 
ἆ πμ'θσυν 049 - ἵπτς /1ημ)-76ουν 949 
ο ο 
18. Εάν ας» /) πμής 19 4β/νΕΝ, δείξετε ὅτι ἵν"Ίν.ι " ὃ 
πο δ 
εδ ημ(ἓν-Ώθ, π Σ πμ2νθ. νπ 
και ότι: : --πμδ και πμἜθ Ζ 


18. Να υπολογιστεί το εμβαδὀν του χώρου που περιέχεται µετα- 
ξὐ της καμπύλης µε εξίσωση Υ - ἀχκ-κΣ Καὶ του άξονα των Χ. 


20. "Όμοια για την καμπύλη µε εξίσωση ν - χ’-δχε2 και για 
τις ευθείες µε εξισώσεις χ- Ἰ και κ-ᾖ. 


21. ΄Ώμοια για την καμπύλη µε εξίσωση Υ - κ’ εθκ”-7κ και του 
ἀξονα των Χ. 


22. Ποιό το εμβαδόν του χώρου του μεταξύ της παραβολής γ' - 
Ξ Ακ και της ευθείας Υ -3χ-4. 


93. Ποιό το εμβαδόν του χώρου που βρίσκεται µεταξύ των δίο 
παραβολών ν - ὄχ-χέ και Υ 5 χὶ-2κ. 
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24. Ποιό το εμβαδόν που περικλείεται (εουτερικά) της γραµµής 
µε εξίσωση Υ’ -χὶ-χ". 


26. Να βρεθεί το εµβαδὀν. του μικρότερου χύρου που βρίσκεται 
μεταξύ του κύκλου χΣ4ΥΣ - 25 και της ευθείας κ - 3. 

26. θεωρούμε την συνάρτηση { µε τύπο {(α) Ξ συν«χ-σινχ/χ - 
Ξ γα. : . 
1. Να δειχτεί ότι εἶναι περιοδική µε περίοδο ἔπ. 
2. Να βρεθεί η παράγωγος αυτής 
3. Να μελετηθεί η ἔ και να γένει γραφική παράσταση αυτής, 
μεταξύ 0 και π. 
4. Να κατασκευαστεί η εφαπτόµενη στο σηµείο τετµηµένης 


αμ. 


δ. Λεέξετε ότι έχουµε αµέσως και το διάγραµµα της { στο 
-π5κκθ, και ακολούθως και για χ τυχαία. 

6. Να υπολογιστεί το {Ε) του χώρου του μεταξύ του άξονα 
των κ Και των παράλληλων προς τον άξονα των Υ απὀ τα ση- 


µεία µε τετµηµένες κ -ᾗ- και κ π. 


7. ΄Όμοια να υπολογιστεί ο χώρος Ε᾽ ο µεταξύ του άξονα των 
κ. του διαγράμματος της Τ και των τεταγµένων στα σηµεία µε 
τετµηµένες κ - ὃ και κ”-π. 


ε 
27. θεωρούμε την συνάρτηση { µε τύπο Τ(κ) -γὔρητ 


1. Να μελετηθεί και να γίνει το διάγραµµα αυτής, 

2. Να υπολογιστεί το (Ε) του χώρου που βρίσκεται µεταξύ 
του ἄξονα των Χ, του άξονα των Υ, της ευθείας µε εξίσωση 
χΞ -Ί και του διαγράµµατος της Γ. 


28. Να βρεθούν οἱ παράγωγοι των παρακάτω ολοκληρωμάτων: 


α, ΓΑ «ε«Ε2)4ὲ δ. /3Τ3Φ εσυνε|άε] στο [0,π] 
ο κα 

β. / οφ ΕΞ] 4ὲ ε. {Χα -28.8 12) αε 
ο Ἱ 


γν ΟΕ ΓεΕν1)4ε στ. {1 κε κεξ) ας 


- κἩ 
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29, Να βρεθούν όλες οι πραγµατικὲς τιµές του χ γιατις ο- 


ποέες; {Γή 12-ε)άε «| /δε-ι)οκ 
ο αμ 


30. Αν η 3 είναι συγεχής στο [α,β] και Ε(χ) Σ0, δείξετε ότι 


1 Βεν 
Βν γρ λα 
και συµπερασµατικά ότι Ἰ{πην - πακξ(κ)/χε [α,β], Ἱϊπήν - 
νέου ρα ας 


5 ΠΙΠΓ(Χ)/Χχ Ε [α,β 
ῶς 
38. Αν ΕΝ, δείξετε ύτι: ;᾿συν2νχ]οφστεμχάχ - Ὅ 
ο 


κ 


33, θέτουµε απὀ τον οριοµό Ίοψεχ : {Αν ν χΕΝ΄ αποδείξετε 
ᾱ, 


τότε τις ..«οτητες του λογαρίθµου. 
κ 
33. Εάν τν) - / εφ χάκιν εἰ, δείξετε ότι: 


ο 
α) Εν!) «είν) 
Β) ε(ν).Ε(ν-2) - 


1 1 ο 
Απ Εν πρι ν σά 





84. Εάν {(π) - ὁ και / [ε(κ)κε” (α)]ημχάκ -Ξ 5, τὀτε να υπο- 
ο 
λογιστεί το {(0). 


36. ἵα βρεθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται απὀ την έλ- 
ο 
λειψη ὃς" ἅξ -ἵ όταν περιστραφεἰ γύρω απὀ τον άξονα χ΄κ. 


36. Νο βρεθεί ο ὀγκος του στερεού που παράγεται απὀ την πε- 
Ριστροφή γύρω απ τον άξονα Χ΄κ του χωρίου που περικλείεται 
απὀ τις γραμμές µε εξισώσεις Υ -4χξ, κ24Υ” -ᾱ, 


37. Δίνεται η συνάρτηση 5; [0,3] -«Ἡ µε τύπο Υ « ἀκ. 
Να βρεθεί ο ὄγκος του στερεού που παράγεται αν η γραοικἡ 
της { περιστραφεί γύρω απὀ τον άξονα Χ᾿χ. 


Ελληνική: 
Π.Γεωργιακάκης - Α.Κουκλάδας 
Σ. Κανέλλος ἁ Α. Πάλλας 

Β. Σαβαίδης ἃ Γ. Παντελίδης 


Θ. Μαμούρη 


Παχή - Τσιράκη 
Ευκλείδης Ξ.Μ.Ε. 
Π. Μάγειρας 
θ. Καζαντζής 


Π. Νεντεκίδης 


300 
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΛ 


ἃ Κ. Τσιλικούδη 


Λάμπρου - Πέππας 
Ευσταβόπουλος - Ποσταντζής 


Ξένη: 


Γ. ΚΟΡΗ - Τ. ΚΟΡΗ 


Ρ.Α. 


ΚΑΛΗΝΗ. 


γΙοκει ΗΙΕΙ5 


βα.Ώ 


ΑΊ1εν 


5: 5εραςτεν]οζ 


ὕοξορῃ ΒΊ4ΚΟΥ 


Λ1εΕ 


"ν Ελαποςόα] 


ΏδΛΚΟ - ΡΟΡΟΥ 


5. ρΙ 


πρεο 


Ε. 68ΛΒΙ5Η 


8.ΗΝ. 


ΜΑΒΑΥ 


8. 0Α8ΝΑΟ -Ι.. ΤΗΙΒΕΡΘΕ 
Ε. 0055ΑΡΤ - Ρ. ΤΗΕΒΟΝ 


Β.Ι. 


ΡΟΗΤΕΑ 


6. ΡΕΥΜΡΤΟΝ 


Λ.Τ. 


ΞΤΑΡΑΕ. 


ΜΑΙ κει 
Μ.ΣΡΙΥΑΚ 

γ. ΙΤοςΚΥ 
6. ΕΜΑΥΣΤΑΙ. 


η.ς. 


ΜΟΔΕΗΟΔ. 


Ρ, 5ΗΟΤΤΟΝ 
Α. ΕΕΝΤΙΝ 

ὃν ΟΟΜΜΕΛΥ. 
ΡΟΙΥΑ 

μι Ε 

Ν.Ο. ΑΝΤΟΝΟΝ 
ᾱ.Ε. 5ΙΜΜΟΝΣ 


ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. Παραγωγοι 

5.Ί. Λόγος μεταβολής µιας συνάρτησης Ρ. 
5.2. Ἔννοια της παραγώγου.» ν ν 
3.3, Πλευρικές παράγωγοι της {. . . . - 


5.4. Λιαδοχικές παράγωγοι . .» ν νν 
δ.5. Παράγωγος και συνέχεια...» 
5.6. Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων. . . 
6.7. Κανόνες παραγύγισης .«νννν . 
δ.7.α. Παρόγωγος σύνθετης συνάρτησης. 
8.8. Παράγωγοι σύνθετων συναρτήσεων 


(1.9 (συναρτήσεις του αχ)... νε νν 
δ.3. Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης . 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ « ν «ων νο εν 
ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. ν «νο «εν 
ΜΕΘΟΔΟΣ . «νο νο. νο 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ» νε κ ν. 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. » ν νν ν εν 
ΜΕΘΟΔΟΣ . 


ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ. νε ων νε κ νε κ εν 
ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. 

ΓΕΝΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. . να να εαν 
5.10. Ακρότατα µιας συνάρτησης (μέγιστο 


Χιστο]. ν ο εν ο «κ ο «ο οκ. 
δ.1Τ. Πρόταση Γεγπαία . , » « 
5.12. θεώρημα του Κο]]ε, . νε... 


5.13. Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος του Βο]]9 


5.14. θεώρημα της µέσης τιµής {1φγδπς). 
5.15. Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος. 


5.16. Γενικευμένο θεώρημα της µέσης τιµής Γιο ὴ 


ΝΕΒΟΔΟΣ ΒΑΕ εν κο να κ καν 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ. «νο κε κ κε 
ΑΛΜΑΤΑ ΘΕΗΑΤΙ, εντ νο νά 
ΜΕΘΟΔΟΣ ΙάΠ0γ4Π088. «νε νε ον 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΊΑ ων ενω εν 





12 
14 
1π 
19 
28 


31 
34 
38 
46 
48 
49 
7ο 
77 
78 
87 
89 
107 


106 
109 
11ε 
115 
118 
19 
120 
184 


144 
147 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ εν κοκ νοκ 
5.17. Παράγουσα συνάρτησης της ἔ.» .» « «: 
5.18. Απροσδιόριστες µορφές..».»» 


5.19. Ειδικὲς περιπτώσεις αοριστίας της µορφής 


ος ως ρου εν ηνν νο 4 Ανν 
ΜΕΘΟΔΟΣ Ό9 Ἰ᾽ Μοερίία]. . . 
ΑΥΝΕΝΑ ΕΕΒΛΊΑ νο «εν ες εκ ες 
ΑΛΊΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. . «κ ο ο ο κα «ο ο.» 


8.20. Μονοτονία συνάρτησης, : «νε «εν. 
ΜΕΘΟΔΟΣ ΝΟΝΟΤΟΝΙΑΣ.ΞΟ νε νε κ κ κ εν 
ΛΥΝΕΝΑ ΘΕΗΛΤΑ νο νε κ κ κ κ κε κ εν 
ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. ν ν ν: εκ τες 
8.21. Εύρεση ακρατάτων ο ἄρτήστε πες 


Ίη ΜΕΘΟΔΟΣ (ακροτάτων). . . - 

ΛΥΝΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ... «ντ 

2η ΜΕΘΟΔΟΣ ἱκροτάτω]. στις Ἡ ὃς ὦ ὦ 
ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ . νε νε κε κε κ κ ο κ. 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ. . . - κ . 
5.22. Κοίλα άνω και μτα, μιας οσα σης κ. 
5.03. Σηµεία καμπής συνάρτησης.» ν ον 


6.24. Μελέτη συνάρτησης .. . 

ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ,» ν ν : νε... 

ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ... ο νο Ἵ5 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ᾿Εννοια του ὦ αλοκκηρόμάτος : 
6.2. Ὑπολογισμός του αλοκληρώματος. 

6.3. Ιδιότητες ολοκληρώματος - Γραμμικότητα 
4, Ολοκλήρωμα και διάταξη. « ν νν.» 

δ. Απόλυτη τιµή ολοκληρώματος... « ο] 
«6. θεώρημα µέσης τιµής. . « «ων νο εν» 
7 

8 


: Ἀλλαγή μεταβλητής, εν. «  εόκα. 
ὁ ορ ιομένα ολα λημωμα, ταν ἰομήάνεηὂηες 
«9. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ. ... . » 
«10. Το ορισμένο ολοκλήρωμα σαν εμβαδόν. 
11. ΟΓΚΟΣ ΣΤΕΡΕΟ . , . « « νοκ ο νο 
«12, ΟΓΚΟΣ ΚΥΛΙΝΔΡΟΥ ΚΑΙ ΚΩΝΟΥ . «νε νε 


6.13.-14.0ΓΚΟΣ ΣΤΕΡΕΩΝ ΕΚ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ ὁ ΣΦΑΙΡΑΣ . 
6.15. ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ -ΛΥΜΕΝΑ  ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ . 


Σελ. 158 


181 
166 


113 
118 
119 
194 
197 
201 
202 
206 
209 
218 
219 
241 
23: 
237 
240 
245 
249 
152 
264 
266 
267 
268 
269 
270 
271 
272 
273 
274 
275 
281 
162 
283 
284 
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ΜΑΒΗΝΑΤΙΚΑ 
4ἳς Δέσμης 











απ Απασκααε 
ον οναστεναι 


ῦα υυναρτήσευς 
68 ὀονυ - συνέχευα 
ΕΥ. παράγωγου - ολοχ.] 





η Πα 


ακολοΥφιαι 









αντωνόπουλου 
γεωργνανάχη 


ΜΑΊΙΚΑ. 


Ρ. ΑΥΚΗΙΟΥ 









Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 





δω λ-- 


8 
ολ 
ω 
σα 
Ἂ 
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Ὀπύνακες”- Γραιμικὰ ουσιήμαίω, --, 
μή τ. Πεθονότητεςς 
Ἀλγεβοικὲς δοµές (Πεβοδολογία). - 
Σνναρτήσεις - ο 
Συναρτήσεις (Σύγκλιση. καν 1. 
Ποράγωνοι -Ὀλοκληρύματα . 
Ἀκολουθίες (Πεβοδολογία). 
δικά Βέµατα Της Λέομης (Ίναν. Χόροιν ος 
Ἱππισα ἠβομές(Πολ ο ρος δὴ 
νανυσματικη Γ᾿ ΛΟΚΕΟΗ νε κ κκ ὴ Ξ 
Αναλυτικὴ Τ΄ Λκείο, ν ντ κκ τε ενος 
Πεθοδολυγία ὕ  Λυκείουν ον» 
Ἠεοδολογία Α΄ Λυκείου (υπό ἐκδροη} 
Ν.ΑΜΙΘΝΟΠΟΥΛΟΥ: Π.ΓΕΩΡΓΙΑΚΛΜΗ Ν) Μηγεζου. 
ΚΟΥΚΛΛΛΛ-ΓΕΟΡ(ΊΑΚΑΚΗ. (οκολουθίες) ον νε 
(Πρῤαδοι «Σειρές, Αν ἀννθει] 





